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Розділ І. ЛІНІЙНА АЛГЕБРА

ТЕМА  1: Матриці. Різновиди матриць. Операції над матрицями.
Матриці та їх різновиди.
Означення. Матрицею розміру (або розмірності) 
[image: image5.wmf]n
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 (читається: „ем на ен”) називається таблиця упорядкованих чисел (або будь-яких інших об’єктів), розташованих у 
[image: image6.wmf]m

 рядках та в 
[image: image7.wmf]n

 стовпцях.
Матриці, як правило, позначають великими латинськими літерами 
[image: image8.wmf],...
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 та круглими (або квадратними) дужками.

Наприклад, числова матриця розміру  
[image: image9.wmf]n
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де 
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i

,

1

=

 – номер рядка, а 
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 – номер стовпця, на перетині яких знаходиться число 
[image: image13.wmf]ij

a

 – елемент матриці.

Матриця розміру 
[image: image14.wmf]1
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 називається матрицею-стовпцем (або вектор-стовпцем), а матриця розміру 
[image: image15.wmf]n
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 називається матрицею-рядком (або вектором-рядком).

Матриця, всі елементи якої дорівнюють нулю, називається нуль-матрицею і позначається 
[image: image16.wmf]0

.

Наприклад,
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 – матриця розміру 
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 – нуль-матриця розміру 
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	– матриця-стовпець розміру 
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стовпець розмірності 4)
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 – матриця-рядок розміру 
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 (або трьохвимірний вектор-рядок).

Матрицю 
[image: image25.wmf]n
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, у якої 
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 (тобто, кількість рядків співпадає із кількістю стовпців) називають квадратною матрицею порядку 
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Множина елементів 
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 квадратної матриці 
[image: image30.wmf]A

 порядку 
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 називається головною діагоналлю, а множину елементів 
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 називають побічною діагоналлю (або неголовною, допоміжною).
Квадратна матриця, у якої всі елементи, що розташовані під головною діагоналлю (над головною діагоналлю), дорівнюють нулю, називається верхньою (нижньою) трикутною.

Квадратна матриця, у якої всі позадіагональні елементи дорівнюють нулю, називається діагональною і часто позначається
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Діагональна матриця, у якої всі діагональні елементи дорівнюють одиниці, називається одиничною і позначається 
[image: image34.wmf]E

.

Наприклад, матриці:


[image: image35.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

=

4

3

2

1

A

 – квадратна порядку 2;
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 – верхня трикутна;
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 – діагональна 2-го порядку, 
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 – одинична 3-го порядку.

 Операції над матрицями.
1. Порівняння. Матриці однакових розмірів рівні між собою, якщо співпадають їх відповідні елементи.

Наприклад:
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, оскільки матриці різних розмірів.

2. Транспонування. Транспонованою до матриці 
[image: image46.wmf]A

 називають матрицю 
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 (або 
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), рядки якої дорівнюють відповідним стовпцям матриці 
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Наприклад, для 
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Очевидно, що 
[image: image51.wmf](
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3. Множення на число. Для того, щоб помножити матрицю на число (або число на матрицю), потрібно кожен елемент матриці помножити на це число.

Наприклад, 
[image: image52.wmf]÷
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4. Додавання (віднімання). Сумою (різницею) двох матриць однакових розмірів буде матриця, елементи якої знаходяться додаванням (відніманням) відповідних елементів матриць-доданків.

Наприклад, два підприємства випускають три види продукції, причому, на початок та на кінець року випуски задаються відповідно матрицями
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 –випуски на початок та на кінець року 
[image: image55.wmf]i

-им підприємством 
[image: image56.wmf]j

-го виду продукції. Знайти для кожного підприємства і кожного виду продукції: а) середньорічний випуск; б) приріст продукції за рік.

Розв’язування. а) середньорічний випуск дорівнює:
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)

AB

+++

æöæö

+=×=

ç÷ç÷

+++

èøèø

305040601001104050105

11

224040901007060409065


б) приріст продукції за рік дорівнює:
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5. Множення матриць. Добутком двох матриць 
[image: image59.wmf]n
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 називається матриця 
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, кожний елемент якої 
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 дорівнює сумі добутків елементів 
[image: image62.wmf]i

–го рядка матриці 
[image: image63.wmf]A

 на відповідні елементи 
[image: image64.wmf]j

–го стовпця матриці 
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 („рядки 1–ої множаться на стовпчики 2–ої”):
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Зауваження. Із означення випливає, що добуток 
[image: image67.wmf]B
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 існує, якщо матриці „узгоджені”, тобто число стовпців матриці 
[image: image68.wmf]A

 співпадає з числом рядків матриці 
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На практиці, для знаходження 
[image: image70.wmf]i

-го рядка добутку двох матриць потрібно 
[image: image71.wmf]i

-ий рядок першої матриці послідовно, „накладанням” помножити на всі стовпці другої матриці.

Наприклад, знайти добуток матриць
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Розв’язування. 
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- „узгоджені”, значить 
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Знаходження елементів 1–го рядка добутку:

С11:    2      -1
С12:     2      -1
С13:     2      -1
           1     -2           
           2       0        
          -3       1        _
         2·1+(-1)·(-2)=4
 2·2+(-1)·0=4
2·(-3)+(-1)·1=-7
Знаходження елементів 2–го рядка добутку:

С21:    1      0
С22:   1      0
С23:   1       0

           1     -2       
           2      0    
          -3       1     _
         1·1+0·(-2)=1
 1·2+0·0=2
1·(-3)+0·1=-3

Отже:      
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Зазначимо, що добуток 
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 – не існує (оскільки 
[image: image84.wmf]B

 і 
[image: image85.wmf]A

 „неузгоджені”).

Зауваження. Добуток матриць, взагалі кажучи, не має властивості комутативності, тобто 
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Наприклад, для квадратних одного порядку матриць 
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  Дійсно:
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 EMBED Equation.3  [image: image95.wmf]÷
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Приклад показує, що одинична матриця 
[image: image96.wmf]E

 відіграє таку ж саму роль у матричному численні, що і 
[image: image97.wmf]1

 при множенні чисел.

6. «Ділення» матриць. Для матриць «ділення» 
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 визначають як добуток 
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 – матриця, обернена до матриці 
[image: image101.wmf]B

, визначення і знаходження якої розглянемо далі.
Зауваження. Введені вище операції над матрицями підкоряються асоціативним, дистрибутивним та комутативним законам, аналогічним числовим, із урахуванням специфіки операцій над матрицями.

Завдання для розв’язування.
Дано матриці:
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Знайти матриці ( якщо вони існують ):

	а) 
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ТЕМА  2: Визначники, правила їх обчислення. Властивості визначників. Обернена матриця.

Визначники, правила їх обчислення.
Нехай 
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 – ​​квадратна матриця 
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-го порядку.
Означення.  Визначником квадратної матриці 
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-го порядку (або просто визначником 
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-го порядку) називається число, яке обчислюється за певним правилом, і позначається:
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Так, наприклад, визначник 1–го порядку: 
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Тобто, визначник квадратної матриці 1–го порядку дорівнює елементу матриці (визначника).

Наприклад:   
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Для знаходження правила обчислення визначників вищих порядків уведемо поняття мінора та алгебраїчного доповнення елемента визначника.
Нехай 
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Означення.  Мінором 
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 визначника 
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 називається визначник, який отримується із 
[image: image130.wmf]D

 викреслюванням (вилученням) 
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-го рядка та 
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-го стовпця.
Означення. Алгебраїчним доповненням 
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 елемента 
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 визначника 
[image: image135.wmf]D

 називається його мінор, взятий зі знаком „+” або „–”:
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Для визначника 2–го порядку:
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Теорема Лапласа (про розклад визначника). Визначник дорівнює сумі добутків елементів деякого одного рядка (або деякого одного стовпця) визначника на відповідні їм алгебраїчні доповнення.
Так, для визначника 2–го порядку, за теоремою Лапласа:


[image: image141.wmf]=

22

21

12

11

а

а

а

а

 (розклад за 1–им рядком) = 
[image: image142.wmf]21

12

22

11

12

12

11

11

а

а

а

а

а

а

×

-

×

=

A

×

+

A

×

=

 .
Відзначимо, що теорема дозволяє звести обчислення визначника              2–го порядку до знаходження визначників 1–го порядку (в загальному випадку, обчислення визначника 
[image: image143.wmf]n

-го порядку зводиться до обчислення визначників     
[image: image144.wmf])
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Зауваження. На практиці визначник 2–го порядку зручніше обчислювати за таким правилом: визначник дорівнює добутку елементів головної діагоналі мінус добуток елементів побічної діагоналі.

Наприклад:


[image: image145.wmf](

)

22

4

3

5

2

5

4

3

2

=

×

-

-

×

=

-

.
Нехай 
[image: image146.wmf]33

32

31

23

22

21

13

12

11

a

a

a

a

a

a

a

a

a

=

D

 - визначник 3–го порядку.

За теоремою Лапласа запишемо розклад визначника, наприклад, за елементами 1–го сповпця:
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Зауваження. На практиці визначник 3–го порядку зручніше знаходити за так званим „правилом Саріуса”:
1) припишемо під визначником 1–ий та 2–ий рядки:
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Наприклад:
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Зауваження. Для визначників 4-го та більш високих порядків немає зручних правил для їх обчислення, тому доводиться користуватись теоремою Лапласа. При цьому, очевидно, для скорочення обчислень краще розкладати визначник за рядком або стовпцем, у яких є нульові елементи.
Властивості визначників.
Нижче сформулюємо і доведемо деякі властивості визначників               2–го порядку. Зазначимо, що всі ці властивості справедливі для визначників будь-якого порядку.

1.  При транспонуванні визначник не змінюється.

Дійсно:
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Наслідок. У визначнику рядки та стовпці мають однакові властивості (рівноправні), тому надалі у формулюваннях будемо говорити „ряд”, розуміючи під цим словом „елементи деякого рядка або деякого стовпця” визначника.

2.  Якщо у визначнику поміняти місцями будь-які два паралельних ряди, то визначник змінить знак на протилежний.

3.  Якщо визначник має два однакових паралельних ряди, то він дорівнює нулю.

4.  Для того щоб помножити визначник на число, потрібно помножити на це число деякий один його ряд.
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Наслідок 1. Спільний множник усіх елементів будь-якого ряду виноситься за знак визначника.

Наслідок 2. Визначник, у якому є нульовий ряд, дорівнює нулю.
Наслідок 3 (із властивостей 3, 4). Визначник, у якого є два паралельних пропорційних ряди, дорівнює нулю.

5.  Якщо у визначнику елементи деякого ряду є сумою двох доданків, то він дорівнює сумі двох визначників, наприклад:
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6.  Визначник не зміниться, якщо до всіх елементів будь-якого ряду додати відповідні елементи паралельного ряду, помножені на одне й те саме число.

Дійсно, застосувавши попередні властивості, отримаємо:
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Зауваження. Властивість 6 дозволяє перетворювати в нуль деякі елементи визначника, не змінюючи його величини. Це часто застосовують для спрощення обчислень.

Наприклад, обчислити визначник 
[image: image165.wmf]4
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„Зробимо” якомога більше нульових елементів, наприклад у 1–ому стовпці. Для цього працюємо з 2–им рядком (оскільки є елемент, рівний 1): домножимо його на 2 і додамо до 1–го рядка, а потім домножимо його на 3 і додамо до 3–го і 4–го рядків.
7. Сума добутків елементів будь-якого ряду визначника на алгебраїчні доповнення елементів паралельного ряду дорівнює нулю (іноді цю властивість називають другою теоремою розкладу визначника).

Дійсно, якщо 
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, то, наприклад, 
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8.  Визначник добутку двох квадратних матриць одного порядку дорівнює добутку їх визначників.
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9.  Визначник трикутної (верхньої або нижньої), діагональної матриці дорівнює добутку діагональних елементів:
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Зокрема, визначник одиничної матриці 
[image: image170.wmf]E

 дорівнює одиниці:
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Завдання для розв’язування.
Обчислити визначники:

	а)
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0

0

0

1

4

0

0

2

5

3

0

8

1

5

2

-

-

-

.


 Обернена матриця.
Повернемось до операції «ділення матриць» (яку визначимо як добуток на обернену матрицю).

Нехай 
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 – ​​квадратна матриця  порядку 
[image: image181.wmf]n
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Означення. Матриця 
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  називається оберненою до матриці 
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Зауваження. Очевидно, що 
[image: image185.wmf]1
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 – квадратна матриця того ж порядку, що і 
[image: image186.wmf]A
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Означення.  Квадратна матриця 
[image: image187.wmf]A

 називається невиродженою, якщо її визначник 
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. У супротивному випадку матриця 
[image: image189.wmf]A

 називається виродженою.

Справедлива наступна
Теорема. Для існування оберненої матриці 
[image: image190.wmf]1
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 до квадратної матриці 
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 необхідно і достатньо, щоб її визначник 
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[image: image193.wmf]A

 повинна бути невиродженою).

Доведення.
Схема знаходження оберненої матриці.
1.  Знаходимо визначник матриці 
[image: image194.wmf](
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2.  Знаходимо 
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 – алгебраїчні доповнення усіх елементів 
[image: image200.wmf]ij
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 визначника. 

3.  Записуємо обернену матрицю:


[image: image201.wmf]}
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4. Якщо потрібно, виконуємо перевірку:
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Наприклад, знайти обернену для матриці
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Розв’язування.


[image: image205.wmf]

[image: image206.wmf]
ТЕМА  3: Ранг матриці. Знаходження рангу матриці.
Розглянемо матрицю розміру 
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Означення. Мінором 
[image: image209.wmf]k

-го порядку 
[image: image210.wmf](
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 матриці   
[image: image211.wmf]A

 називається визначник 
[image: image212.wmf]k

-го порядку, складений з елементів матриці, які розташовані на перетині деяких 
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 рядків і 
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 стовпців.

Наприклад:
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[image: image216.wmf]2
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– мінори 1–го порядку. Очевидно, що мінорами 1–го порядку є елементи матриці.
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	–  мінор 2–го порядку. (В мінорах матриці нижні індекси вказують номери рядків, а верхні – номери стовпців матриці, які використовуються для утворення даного мінора).
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	– мінори 3–го порядку
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	– мінор 4–го порядку, який містить нульовий рядок.


Приклад дозволяє зробити такий висновок: для ненульової матриці 
[image: image222.wmf]n
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 можливий порядок 
[image: image223.wmf]k

 її мінорів – це натуральне число, яке задовольняє нерівність 
[image: image224.wmf]{
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Означення. Рангом матриці називається максимальний порядок її відмінного від нуля мінора. Ранг нульової матриці дорівнює нулю.
Ранг матриці 
[image: image225.wmf]n
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 позначається 
[image: image226.wmf](
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 і, очевидно, задовольняє нерівність 
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У розглянутому прикладі у матриці 
[image: image228.wmf]5
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 є відмінний від нуля мінор 3–го порядку, а всі мінори 4-го порядку дорівнюють нулю (переконайтесь самостійно). За означенням, 
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Приклад 1.
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[image: image231.wmf]0
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, а всі мінори 2–го порядку дорівнюють нулю (перевірте самостійно, враховуючи властивості визначників). Тому 
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Приклад 2. 
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.      Отже, 
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Таким чином, якщо 
[image: image238.wmf](

)

k

A

r

=

, то це означає, що у даної матриці 
[image: image239.wmf]A

 є мінор порядку 
[image: image240.wmf]k

, відмінний від нуля, а всі мінори більш високих порядків (якщо вони існують) дорівнюють нулю.

Приклад 3.
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 – одинична матриця 
[image: image242.wmf]n

-го порядку.


[image: image243.wmf](
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, тобто ранг одиничної матриці дорівнює її порядку.

Важливе зауваження: ранг діагональної, трикутної (верхньої або нижньої) матриці, діагональні елементи якої відмінні від нуля, дорівнює її порядку (тобто, кількості цих відмінних від нуля діагональних елементів).

Означення. Елементарними перетвореннями матриці називаються такі операції над матрицею:

1. Транспонування матриці.

2. Перестановка місцями паралельних рядів.

3. Викреслювання нульового ряду, а також усіх, окрім одного, із паралельних пропорційних рядів.

4. Множення ряду на число, відмінне від нуля.

5. Додавання до елементів ряду відповідних елементів паралельного ряду, помножених на довільне число.

Неважко переконатись, що справедлива наступна
Теорема. Елементарні перетворення не змінюють рангу матриці.

Означення. Матриці називаються еквівалентними, якщо вони мають однаковий ранг.
За допомогою елементарних перетворень довільну ненульову матрицю можна привести до еквівалентної їй трикутної матриці, діагональні елементи якої відмінні від нуля. На цьому базується метод знаходження рангу матриці.
Схема  обчислення рангу матриці 

методом елементарних перетворень.
1. Перестановкою рядків або стовпців (при необхідності) вибираємо перший діагональний елемент матриці 
[image: image244.wmf]0
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, який назвемо ключовим (головним, розв’язувальним).

2. У наступній матриці ключовий рядок переписується без змін, а всі елементи ключового стовпця замінюються нулями.

3. Усі інші елементи, які розташовані під ключовим рядком та праворуч ключового стовпця матриці, знаходяться за правилом „прямокутника”. А саме, якщо 
[image: image245.wmf]kk
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 – ключовий елемент, то в новій матриці елемент 
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 знаходиться за формулою 
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, яку можна зобразити
	у вигляді „прямокутника”:
	[image: image2275.wmf]a
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4. Здійснюється перехід до наступного кроку (вибираємо наступний ключовий діагональний елемент 
[image: image252.wmf]0
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).

Таким чином, за фіксовану кількість кроків матриця зводиться до трикутної (або до вигляду трапеції, яку відкиданням «зайвих» стовпців, замінюємо еквівалентною трикутною матрицею).
Приклад. Обчислити ранг матриці.
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Розглянемо обчислювання елементів другої матриці за правилом „прямокутників”:
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Викреслюємо третій стовпчик (оскільки він пропорційний першому) і переходимо до наступного кроку.
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, оскільки ранг матриці не може перевищувати мінімального із кількості рядків та стовпців матриці. В результаті еквівалентних елементарних перетворень дістали трикутну матрицю 2–го порядку із відмінними від нуля діагональними елементами. Значить  
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Завдання для розв’язування.
Обчислити ранг матриці:

	а)  
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	б) 
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ТЕМА  4:  Розв’язування систем 
[image: image264.wmf]n

 лінійних рівнянь з 
[image: image265.wmf]n

 невідомими за допомогою оберненої матриці та за правилом Крамера. Дослідження та розв’язування систем 
[image: image266.wmf]m

 лінійних рівнянь з 
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 невідомими.
Розв’язування систем 
[image: image268.wmf]n

 лінійних рівнянь з 
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 невідомими за допомогою оберненої матриці та за правилом Крамера.
Розглянемо систему 
[image: image270.wmf]n

 лінійних алгебраїчних рівнянь (СЛАР) з 
[image: image271.wmf]n

 невідомими:


[image: image272.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

+

+

+

=

+

+

+

=

+

+

+

n

n

nn

n

n

n

n

n

n

b

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

...

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

...

...

2

2

1

1

2

2

2

22

1

21

1

1

2

12

1

11

 (*).     

Означення . Розв’язком СЛАР (*) називається упорядкована множина 
[image: image273.wmf]n

 дійсних чисел 
[image: image274.wmf](
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, яка при підстановці у систему замість невідомих перетворює її в систему тотожностей (систему правильних числових рівностей).

Матричний метод
Позначимо:
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Тут: 
[image: image278.wmf]n
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 – матриця коефіцієнтів при невідомих (основна матриця системи);
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 – матриця-стовпець невідомих;
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 – матриця-стовпець вільних членів (правих частин).

Тоді СЛАР (*) можна записати у вигляді матричного рівняння:
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Якщо 
[image: image282.wmf](
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, то існує 
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. Домножимо обидві частини матричного рівняння зліва на 
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Отже, справедлива наступна
Теорема. Якщо визначник основної матриці 
[image: image288.wmf]A

 СЛАР (*) відмінний від нуля 
[image: image289.wmf](
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, то система має єдиний розв’язок, який знаходиться як добуток оберненої до 
[image: image290.wmf]A

 матриці 
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 на матрицю–стовпець вільних членів 
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Приклад. Розв’язати за допомогою оберненої матриці СЛАР: 
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Розв’язування.

1. Позначимо: 
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 – матриця коефіцієнтів при невідомих;
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 – матриця-стовпець невідомих;
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 – матриця-стовпець вільних членів.

2. Запишемо систему у вигляді матричного рівняння 
[image: image297.wmf]В
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3. Обчислимо 
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 система має єдиний розв’язок. Оскільки 
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, то існує обернена матриця 
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Знайдемо її:
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Таким чином, 
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Відповідь: 
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Метод Крамера.
Означення . Основним визначником СЛАР (*) називається визначник 
[image: image307.wmf](
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 матриці коефіцієнтів при невідомих 
[image: image308.wmf]A

.
Справедлива наступна
Теорема (правило Крамера). Якщо основний визначник СЛАР (*)  
[image: image309.wmf]0
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, то система має єдиний розв’язок, який знаходиться за формулами:
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де визначники 
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D

 отримуємо із 
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 заміною 
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-го стовпця коефіцієнтів при невідомій 
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  на стовпець вільних членів.

Приклад. Розв’язати систему рівнянь за правилом Крамера.
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Розв’язування. 
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Оскільки 
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, то система має єдиний розв’язок, що знаходиться за правилом Крамера:
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Перевірка:  
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Відповідь: 
[image: image326.wmf](
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Завдання для розв’язування.
Розв’язати системи рівнянь матричним методом та за правилом Крамера:

	а) 
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	б) 
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 Дослідження та розв’язування систем 
[image: image329.wmf]m

 лінійних рівнянь з 
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 невідомими.
Розглянемо систему 
[image: image331.wmf]m

 лінійних рівнянь з 
[image: image332.wmf]n

 невідомими (СЛАР):
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Означення. Система рівнянь називається сумісною, якщо вона має хоча б один розв’язок. У супротивному випадку система називається несумісною.

Позначимо:

[image: image2287.wmf](
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Тут 
[image: image336.wmf]A

 – основна матриця системи, 
[image: image337.wmf]A

 – розширена матриця системи.

Теорема Кронекера-Капеллі (критерій сумісності системи лінійних рівнянь). СЛАР (**) сумісна тоді і тільки тоді, коли ранг основної матриці системи дорівнює рангу розширеної матриці:
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Наслідок. Якщо у сумісної системи 
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[image: image340.wmf]n

 – кількість невідомих), то розв’язок єдиний і таку систему називають визначеною, а якщо 
[image: image341.wmf]n
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, то система має безліч розв’язків (невизначена).

 Розв’язування систем m лінійних рівнянь з n невідомими методом Жордана-Гаусса.
Означення. Дві системи рівнянь називаються рівносильними (еквівалентними), якщо множини їхніх розв’язків (можливо, і порожні) співпадають.

Означення. Елементарними перетвореннями системи називаються такі операції над системами:

1. Перестановка місцями будь-яких двох рівнянь.

2. Множення обох частин рівняння на число, відмінне від нуля.

3. Додавання до обох частин рівняння відповідних частин іншого рівняння, помножених на будь–яке число.

4. Викреслювання всіх, окрім одного, із пропорційних рівнянь.

Теорема. Елементарні перетворення переводять систему рівнянь у рівносильну. 

Універсальним і найбільш простим з погляду обчислень методом розв’язування СЛАР є метод послідовного виключення невідомих – метод Жордана-Гаусса. Суть цього методу полягає в тому, що перша невідома залишається в першому рівнянні і за допомогою елементарних перетворень виключається з інших. Потім друга невідома залишається в другому рівнянні і виключається з інших. Повторюючи цей процес, ми приводимо систему до діагонального вигляду.

Зауваження. Якщо в результаті перетворень виникає рівняння вигляду 
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, то його можна відкинути. Якщо ж з'являється рівняння 
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, де 
[image: image344.wmf]0
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, то це означає, що вихідна система несумісна.

Перетворення системи методом Жордана-Гаусса зручно виконувати за допомогою розрахункових (так званих симплексних) таблиць.

Правило розрахунку :

1. Складаємо таблицю з коефіцієнтів при невідомих і вільних членів:
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2. Рухаючись з верхнього лівого кута, вибираємо ключовий елемент 
[image: image349.wmf]0
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 (якщо цей елемент дорівнює нулю, то переставляємо місцями рядки - рівняння, щоб він не дорівнював нулю).

3. Ключовий рядок переписуємо без змін.

4. Усі елементи ключового стовпця, крім ключового елемента, замінюємо нулями.

5. Інші елементи таблиці обчислюємо за правилом прямокутників. При цьому, якщо виникають рядки, що повністю складаються з 0, то вони викреслюються. Якщо з’являються рівні чи пропорційні рядки, то всі такі рядки, крім одного, викреслюються.

Якщо виникає рядок, всі елементи якого дорівнюють нулю, крім елемента, що стоїть у стовпці 
[image: image350.wmf]b

, то розв’язування на цьому закінчують і робиться висновок, що система розв’язків не має.

Повторюємо цей процес, вибираючи наступний ключовий елемент 
[image: image351.wmf]0
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. Процес розв’язування закінчено, якщо матриця приведена до діагонального виду або доведено, що система несумісна.

Після закінчення розв’язування, якщо система відразу має діагональний вигляд, то ми одержимо єдиний розв’язок.

Якщо ж число рівнянь менше числа невідомих, ліворуч залишаємо ті невідомі, коефіцієнти при яких були ключовими елементами (базисні невідомі). Інші невідомі переносимо праворуч (вільні невідомі). Виражаємо базисні невідомі через вільні. У цьому випадку система має безліч розв’язків.

Надаючи вільним невідомим довільних числових значень, одержимо частинні розв’язки.

Серед частинних розв’язків виділяють базисний розв’язок, у якому всі вільні невідомі дорівнюють нулю.

Приклад 1.

Розв’язати систему рівнянь методом Жордана-Гаусса:


[image: image352.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

-

-

=

+

-

-

=

-

+

-

3

5

2

1

2

3

1

3

3

2

3

4

3

2

1

4

3

2

1

4

3

2

1

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

 .

Розв’язування.
Загальний розв’язок: 
[image: image353.wmf]ï
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Наведемо приклади частинних розв’язків.
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,  або   
[image: image355.wmf](
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[image: image357.wmf](
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Базисний розв’язок:
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[image: image359.wmf](
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Приклад 2. 

Розв’язати систему рівнянь методом Жордана-Гаусса:
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Розв’язування.

ТЕМА  5:  Лінійний векторний простір. Лінійно залежні та лінійно незалежні векторні системи, їх властивості. Базис. Розклад за базисом.

Лінійний векторний простір.

Означення. 
[image: image361.wmf]n

-вимірним вектором називається впорядкований набір 
[image: image362.wmf]n

 дійсних чисел і позначається

[image: image363.wmf](
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де 
[image: image364.wmf]i

aR

Î

 - координати (компоненти) вектора.


Будь-який вектор можна інтерпретувати як матрицю-стовпець (або як матрицю-рядок), а операції множення на дійсні числа та сумування виконувати аналогічно введеним раніше операціям над матрицями, тобто покоординатно.

Означення. Множина 
[image: image365.wmf]L

 елементів довільної природи називається лінійним простором над полем дійсних чисел 
[image: image366.wmf]R

, якщо разом із будь-якими елементами множини 
[image: image367.wmf]L

 їх сума і добуток на довільне дійсне число також належать 
[image: image368.wmf]L

. При цьому для елементів множини та дійсних чисел повинні виконуватись аксіоми лінійного простору:

1) 
[image: image369.wmf]xyyx

+=+

 (комутативність);
2) 
[image: image370.wmf](xy)zx(yz)

++=++

 (асоціативність);

3) 
[image: image371.wmf]L:xx

qq

$Î+=

 (існування нейтрального (нульового) елемента);

4) 
[image: image372.wmf](x)L:x(x)

q

$-Î+-=

 (існує протилежний елемент);

5) 
[image: image373.wmf]xx,R

×=Î

11

;

6) 
[image: image374.wmf]a(bx)(ab)x,a,bR

××=××Î

 (змішана асоціативність);

7) 
[image: image375.wmf](ab)xaxbx,a,bR

+×=×+×Î

 (змішана дистрибутивність);

8) 
[image: image376.wmf]a(xy)axay,aR

×+=×+×Î

 (змішана дистрибутивність).
Одним із прикладів лінійного простору є множина 
[image: image377.wmf]n

R

 усіх 
[image: image378.wmf]n

-вимірних векторів, яка називається лінійним векторним простором.
Відмітимо, що з лінійними векторними просторами 
[image: image379.wmf]R,R,R

123

 ми вже зустрічались у шкільному курсі геометрії.

Лінійно залежні та лінійно незалежні векторні системи, їх властивості.
Означення. Будь-яка підмножина лінійного векторного простору 
[image: image380.wmf]n

R

: 
[image: image381.wmf]{

}

m
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12

 називається векторною системою.

Означення. Вектор 
[image: image382.wmf]mmi
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×+×++×Î
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 називається лінійною комбінацією (ЛК) векторів 
[image: image383.wmf]m

A,A,...,A
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 , а числа 
[image: image384.wmf]i

R

a

Î

 - коефіцієнтами ЛК.

Означення. Вектори 
[image: image385.wmf]m

A,A,...,A

12

 називаються лінійно залежними (ЛЗ), якщо їх ЛК дорівнює нуль-вектору, причому хоча б один із коефіцієнтів 
[image: image386.wmf]i

R

a

Î

 ЛК  відмінний від нуля, тобто

[image: image387.wmf]mmk
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.
Означення. Вектори 
[image: image388.wmf]m

A,A,...,A
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 називаються лінійно незалежними (ЛНЗ), якщо їх ЛК дорівнює нуль-вектору тоді і тільки тоді, коли усі коефіцієнти 
[image: image389.wmf]i
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 ЛК  дорівнюють нулю, тобто


[image: image390.wmf]mmi
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Властивості ЛЗ векторних систем.
Теорема 1. Векторна система, яка містить нуль-вектор є ЛЗ.


Доведення.
Теорема 2. Векторна система, яка містить ЛЗ підсистему є ЛЗ.


Доведення.
Теорема (критерій ЛЗ). Векторна система ЛЗ тоді і тільки тоді, коли деякий її вектор виражається у вигляді ЛК інших векторів системи.


Доведення.Необхідність.
Достатність.
Для перевірки ЛЗ векторів  
[image: image391.wmf]m
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 потрібно скласти матрицю, стовпцями якої є координати цих векторів, і знайти її ранг 
[image: image392.wmf]r

. Якщо 
[image: image393.wmf]rm

<

, то вектори ЛЗ; якщо ж 
[image: image394.wmf]rm

=

, то вектори ЛНЗ.

Наприклад:
Означення. Максимальна кількість 
[image: image395.wmf]r

 ЛНЗ векторів векторної системи 
[image: image396.wmf]m

A,A,...,A

12

 називається її рангом, а вектори, які складають максимальну ЛНЗ підсистему – базисом векторної системи.

Властивості ЛНЗ векторних систем.
Теорема 1. Будь-яка підсистема ЛНЗ векторної системи є ЛНЗ.


Доведення.
Теорема (розклад за базисом). Будь-який вектор векторної системи 
[image: image397.wmf]m

A,A,...,A

12

 можна розкласти за її базисом, причому однозначно.
Доведення .

Приклад. Дано вектори 
[image: image398.wmf]a(;;),a(;;),a(;;)

=--=-=--
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012132124

.  Знайти базис і розкласти всі вектори за знайденим базисом.

Розв’язування.

Розглянемо лінійний векторний простір  
[image: image399.wmf]n

R

. Очевидно, що будь-яка векторна система із 
[image: image400.wmf]n,n,...

++

12

 векторів буде ЛЗ. Тому базис 
[image: image401.wmf]n

R

 (максимальну ЛНЗ систему) складатимуть 
[image: image402.wmf]n

 довільних ЛНЗ векторів. Таких базисів, взагалі кажучи, безліч. Серед усіх базисів лінійного векторного простору  
[image: image403.wmf]n

R

 виділяють так званий природний (ортонормований) базис, який складається із ортів: 

[image: image404.wmf]n
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Зауваження.

Розділ ІІ. АНАЛІТИЧНА ГЕОМЕТРІЯ

ТЕМА  6: Метод координат. Елементи векторної алгебри. Найпростіші задачі аналітичної геометрії.
Аналітичною геометрією називається розділ математики, в якому геометричні задачі розв’язуються алгебраїчними методами.

Основою аналітичної геометрії є метод координат, який увів французький математик Рене Декарт (1596-1650).

 Метод координат.
Декартовою системою координат на прямій є числова вісь.

Числовою віссю називається пряма, на якій:

а) обрана початкова точка 
[image: image405.wmf]O

, по відношенню до якої визначається положення всіх інших точок прямої;

б) вказано (стрілкою) додатній напрямок відліку;

в) обрана одиниця довжини (масштаб) для обчислення відстані від початку координат до розглядуваної точки.

У побудованій системі координат кожній точці відповідає єдине дійсне число (координата точки), і навпаки, кожному дійсному числу відповідає єдина точка на числовій прямій.

[image: image2288.wmf]12
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Наприклад, точці 
[image: image406.wmf]A

 відповідає число 
[image: image407.wmf]2

, точці 
[image: image408.wmf]B

 відповідає число 
[image: image409.wmf]5

-

, а числу 
[image: image410.wmf]5

,

4

 відповідає точка 
[image: image411.wmf]C

 .

Це записують так: 
[image: image412.wmf](
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[image: image414.wmf](
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Таким чином, метод координат на прямій встановлює взаємно однозначну відповідність між множиною точок на числовій прямій і множиною дійсних чисел.

Декартовою системою координат на площині є дві взаємно перпендикулярні числові вісі зі спільним початком.

Перша вісь (звичайно горизонтальна) позначається 
[image: image415.wmf]OX

 і називається віссю абсцис, а друга (звичайно вертикальна) позначається 
[image: image416.wmf]OY

 і називається віссю ординат.
У побудованій системі координат кожній точці площини відповідає упорядкована пара чисел (координати точки), і навпаки, кожній парі дійсних чисел відповідає єдина точка на площині.

	[image: image2289.wmf]12
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[image: image2290.wmf]O

¢


	Наприклад, точці 
[image: image417.wmf]A

 відповідає пара чисел 
[image: image418.wmf](
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, а парі чисел 
[image: image419.wmf](
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 – точка 
[image: image420.wmf]B
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Це записують так:


[image: image421.wmf](
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[image: image422.wmf](
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Таким чином, метод координат на площині встановлює взаємно однозначну відповідність між множиною точок на координатній площині і множиною упорядкованих пар дійсних чисел.

Декартовою системою координат у просторі є три взаємно перпендикулярні числові вісі зі спільним початком і встановлює взаємнооднозначну відповідність між множиною точок координатного простору і множиною упорядкованих трійок дійсних чисел.

Третя вісь позначається 
[image: image423.wmf]OZ

 і називається віссю аплікат.

[image: image2291.wmf]12
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	[image: image2292.wmf]2
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	Наприклад, точка 
[image: image424.wmf](
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 зображена на рисунку.

Побудувати точку по координатам можна так: спочатку позначити на площині 
[image: image425.wmf]XOY

 точку 
[image: image426.wmf](
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, потім “прикласти” відрізок 
[image: image427.wmf]4
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, перпендикулярно до площини 
[image: image428.wmf]XOY

.


Елементи векторної алгебри.
Величини бувають скалярні та векторні.

Величина називається скалярною, якщо вона повністю визначається своїм числовим значенням в обраній системі одиниць вимірювання.

Наприклад, довжина відрізка, температура, площа, час, об’єм, робота тощо.

Величина називається векторною, якщо вона визначається не тільки числовим значенням, але і напрямком.

Наприклад, швидкість, сила, прискорення.

Для характеристики таких величин уводять поняття вектора. Розділ математики, в якому вивчаються дії над векторами, називається векторною алгеброю. Векторна алгебра широко використовується у сучасній аналітичній геометрії.

Основні означення.
Вектором називається напрямлений відрізок прямої.
[image: image2293.wmf]x
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=

[image: image2294.wmf]x
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[image: image2295.wmf]x
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Якщо точка 
[image: image429.wmf]A

 – початок, а точка 
[image: image430.wmf]B

 – кінець вектора, то це позначається 
[image: image431.wmf]AB

 або 
[image: image432.wmf]a

.

[image: image2296.wmf]0

x



Довжина цього відрізка називається довжиною або модулем вектора і позначається 
[image: image433.wmf]AB

 або 
[image: image434.wmf]a

.

Вектор, початок якого співпадає з кінцем, тобто модуль якого дорівнює нулю, називається нульовим і позначається 
[image: image435.wmf]O

. Очевидно, напрямок нульового вектора довільний.

Вектори, які лежать на паралельних прямих або на одній і тій самій прямій, називаються колінеарними.

	
[image: image436.wmf]a


                 
[image: image437.wmf]c


       
[image: image438.wmf]b


	
[image: image439.wmf]b

a

  
[image: image440.wmf]a

 і 
[image: image441.wmf]b

 колінеарні, співнапрямлені.


[image: image442.wmf]c

a

  
[image: image443.wmf]a

 і 
[image: image444.wmf]c

 колінеарні, протилежно напрямлені.


Два вектори називаються рівними 
[image: image445.wmf]b

a

=

, якщо вони колінеарні, мають однаковий напрямок і однакову довжину.

З останнього означення випливає, що при паралельному перенесенні ми отримуємо вектор, рівний даному.

В алгебраїчній формі вектор можна задати його проекціями на вісі координат, тобто 
[image: image446.wmf](
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Якщо помістити початок вектора в точку 
[image: image447.wmf](

)

0

;

0

O

 (це завжди можна зробити паралельним перенесенням), то координати його кінця будуть дорівнювати проекціям вектора на вісі координат.

	
	Приклад.


[image: image448.wmf](
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[image: image450.wmf](
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[image: image451.wmf](
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Таким чином, між векторами на площині та упорядкованими парами дійсних чисел встановлено взаємооднозначну відповідність.


Напрямок вектора визначається за допомогою напрямних косинусів, якими є косинуси кутів, утворених вектором з осями координат.


	
	Напрямні косинуси  обчислюються за формулами:


[image: image452.wmf]a
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[image: image453.wmf]a
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З попереднього прикладу для вектора 
[image: image454.wmf](
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[image: image455.wmf]13
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[image: image456.wmf]13
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Операції над векторами.
Додавання. Щоб додати вектори 
[image: image457.wmf]а

 і 
[image: image458.wmf]b

, треба від кінця вектора 
[image: image459.wmf]а

 побудувати (паралельним перенесенням) вектор 
[image: image460.wmf]b

, тоді вектор 
[image: image461.wmf]с

, початок якого співпадає з початком першого вектора, а кінець з кінцем другого, є сумою векторів-доданків.

                    
[image: image462.wmf]а


                 
[image: image463.wmf]b

                          
[image: image464.wmf]а
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Правило розповсюджується на будь-яку скінченну кількість доданків.

Віднімання. Щоб відняти від вектора 
[image: image467.wmf]а

 вектор 
[image: image468.wmf]b

, треба паралельним перенесенням привести їх до спільного початку, тоді вектор, який сполучає їх кінці і має напрямок від 
[image: image469.wmf]а

 до 
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 (до від'ємника), є їхньою різницею.
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[image: image475.wmf]b


Якщо вектори задані в алгебраїчній формі 
[image: image476.wmf](
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 то, щоб додати (відняти) вектори, треба додати (відняти) їхні координати, тобто 
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Приклад. 

Якщо 
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Множення на число. Щоб помножити вектор 
[image: image484.wmf]а

 на число 
[image: image485.wmf]l

, треба помножити довжину вектора на число 
[image: image486.wmf]l

, тоді отримуємо колінеарний вектор 
[image: image487.wmf]l
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, напрямок якого співпадає з напрямком вектора 
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, якщо 
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  і протилежно напрямлений, якщо 
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В алгебраїчній формі, щоб помножити вектор 
[image: image497.wmf]а

 на число 
[image: image498.wmf]l

, треба помножити на це число координати вектора 
[image: image499.wmf]а

 , тобто, якщо 
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Приклад. 

Якщо 
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Умова колінеарності.
З означення дії множення вектора на число випливає умова колінеарності векторів:

Для того щоб вектори 
[image: image505.wmf]а

 і 
[image: image506.wmf]b

 були колінеарними, необхідно і достатньо, щоб їх координати були пропорційними, тобто 
[image: image507.wmf]а



 EMBED Equation.3  [image: image508.wmf]b
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Приклад: а) Чи колінеарні вектори 
[image: image511.wmf])

4

;

5

(

-

=

а

 і 
[image: image512.wmf])

16

;

20

(

-

=

b

? 
                       б) Знайти 
[image: image513.wmf]k
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Розв’язування:

а) Оскільки  
[image: image516.wmf]4
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 , то 
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Скалярний добуток.
Скалярний добуток векторів 
[image: image526.wmf]а

 і 
[image: image527.wmf]b

 – це число, яке дорівнює добутку їх довжин на косинус кута між ними, тобто
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Скалярний добуток векторів 
[image: image529.wmf]а

 і 
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 дорівнює сумі добутків їх відповідних координат, тобто
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Із означення скалярного добутку векторів випливає, що: 

1. Довжина вектора 
[image: image532.wmf]а

 дорівнює кореню квадратному із скалярного квадрата вектора, тобто


[image: image533.wmf]а

а

а

×

=


В алгебраїчній формі довжина вектора дорівнює кореню квадратному із суми квадратів його координат, тобто
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2. Косинус кута між векторами обчислюється за формулою:


[image: image535.wmf]b

a

b

a

×

×

=

a

cos

,      або    
[image: image536.wmf]2

2

2

2

cos

y

y

x

x

y

y

x

x

b

a

b

a

b

a

b

a

+

×

+

×

+

×

=

a

.

3. Вектори  
[image: image537.wmf]а

 і 
[image: image538.wmf]b

 перпендикулярні тоді і тільки тоді, коли їх скалярний добуток дорівнює нулю, тобто 
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 EMBED Equation.3  [image: image541.wmf]0
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Приклад:

а) Знайти скалярний добуток векторів 
[image: image542.wmf]а

 і 
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, якщо 
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б) Знайти довжину вектора 
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в) Знайти кут між векторами 
[image: image547.wmf](
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г) Чи перпендикулярні вектори 
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д) Знайти 
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Розв’язування:
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г) Знайдемо 
[image: image557.wmf].

0

3

4

6

)

2

(

=

×

+

×

-

=

×

b

а

 Оскільки 
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. Звідси 
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Завдання для розв’язування.
1.  Задані вектори 
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   Знайти: а) 
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2. Знайти 
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, якщо вектори 
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3. Знайти 
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, якщо вектори 
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Найпростіші задачі аналітичної геометрії.
Задача 1. Обчислення координат вектора.
Знайти координати вектора 
[image: image577.wmf]АВ

, якщо відомі координати його початку 
[image: image578.wmf](
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Розв’язування.
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	Оскільки 
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Таким чином, щоб знайти координати вектора, треба від координат кінця відняти відповідні координати початку.
Приклад:
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Задача 2. Відстань між двома точками.

Знайти відстань між двома точками площини, якщо відомі координати точок 
[image: image587.wmf](
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Розв’язування.
Оскільки відстань між двома точками 
[image: image589.wmf]A
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є довжиною вектора
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Приклад:
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Задача 3. Поділ відрізка у заданому відношенні.

Знайти координати точки 
[image: image596.wmf]C

, яка ділить відрізок 
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Розв’язування.
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	Нехай задані координати точок 
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. Знайдемо координати точки 
[image: image605.wmf](

)

0

0

;

y

x

C

.

Розглянемо вектори:
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Зауваження: 

1. У формулах треба розрізняти координати початку та кінця відрізка.

2. Координати середини відрізка дорівнюють півсумі відповідних координат його кінців. Дійсно, 
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Приклад. Знайти координати точки перетину медіан трикутника, якщо координати його вершин  
[image: image611.wmf](
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Розв’язування.
Зауваження: точку перетину медіан можна знайти за формулою:
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Доведіть самостійно.

Завдання для розв’язування

1. Знайти відстань від точки 
[image: image616.wmf](
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 до початку координат.

2. Знайти довжини сторін трикутника, якщо відомі координати його вершин 
[image: image617.wmf](
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3. Знайти координати кінця відрізка 
[image: image620.wmf]AB

, якщо його початок – точка 
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4. Задані вершини трикутника: а) 
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Знайти точку перетину бісектриси кута 
[image: image626.wmf]A

 з протилежною стороною 
[image: image627.wmf]BC

.

ТЕМА  7: Рівняння лінії. Основне означення аналітичної геометрії. Пряма на площині.
 Рівняння лінії.
Найважливішим поняттям аналітичної геометрії є рівняння лінії.

Лінія – це геометрична множина точок, які мають певну властивість.
Наприклад, геометрична множина точок, рівновіддалених від двох заданих точок – це пряма (серединний перпендикуляр), а геометрична множина точок, рівновіддалених від однієї точки – це коло.

Рівняння лінії на площині – це рівняння 
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, яке за допомогою певного закону або правила 
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 пов’язує  змінні 
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Основне означення аналітичної геометрії. Рівняння вигляду 
[image: image632.wmf](
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, якщо координати  кожної точки, що належить лінії 
[image: image635.wmf]L

, задовольняють це рівняння, а координати кожної точки, яка не належить лінії 
[image: image636.wmf]L

, не задовольняють рівняння 
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Виходячи з цього означення, виникають такі основні задачі аналітичної геометрії:

1.  Дано рівняння деякої лінії. Треба за даним рівнянням знайти відповідний геометричний образ.

2.  Дана лінія, як множина точок, які мають певну геометричну властивість. Треба скласти рівняння цієї лінії.

3.  Задані рівняння двох ліній. Треба знайти точки перетину цих ліній або встановити, що задані лінії не перетинаються.

Приклад 1. Дано рівняння лінії 
[image: image638.wmf]L

: 
[image: image639.wmf]0

1

=

-

-

y

x

. 

	 
Очевидно, геометричним образом даного рівняння є множина точок прямої (рис. 1). Наприклад, 
[image: image640.wmf](

)

L

A

Î

1

;

2

; 
[image: image641.wmf](

)

L

B

Î

0

;

1

;


[image: image642.wmf](

)

L

C

Ï

3

;

2

;


	                                  .     
[image: image643.wmf](

)

3

;

2

C


   1                                 
[image: image644.wmf](

)

1

;

2

A



                    1              2
Рис. 1


Приклад 2. Скласти рівняння кола радіуса 
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 з центром у точці 
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 на колі. Як відомо, точки кола рівновіддалені від центра 
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Рис. 2


Приклад 3. Знайти точки перетину двох ліній: 
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[image: image653.wmf]1

2

-

=

x

y

 та 
[image: image654.wmf]1

-

=

x

y

;   б) 
[image: image655.wmf]1

2

2

=

+

y

x

 та 
[image: image656.wmf]2

=

y

.

Розв’язування. а) з основного означення аналітичної геометрії випливає, що координати точок перетину ліній повинні задовольняти систему рівнянь цих ліній:
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Отже, маємо дві точки перетину 
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б)  Пряма лінія 
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Рис. 4


 Пряма лінія.
Знайдемо рівняння прямої, що проходить через задану точку перпендикулярно до заданого вектора.
Теорема. Рівняння прямої, що проходить через точку 
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Приклад. Скласти рівняння прямої
[image: image676.wmf]L

, що проходить через точку 
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Розв’язування. 
Приклад 2. Скласти рівняння висоти трикутника, яка проходить через точку 
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, якщо відомі вершини трикутника: 
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Розв’язування. 
Якщо зробити перетворення рівняння (1) 
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· загальне рівняння прямої на площині.

Дослідження загального рівняння прямої
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Розглянемо положення прямої на площині залежно від коефіцієнтів рівняння.

І. 
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Отримуємо: 
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	б) 
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Із дослідження загального рівняння прямої випливає 

Теорема (про загальне рівняння прямої на площині). Будь-яке рівняння першого степеня з двома змінними (2) визначає деяку пряму на площині і навпаки, будь-яка пряма на площині визначається деяким рівнянням (2).

Доведення.
Рівняння прямої, що проходить через дану точку паралельно даному вектору (канонічне рівняння прямої).
Теорема. Рівняння прямої, що проходить через дану точку 
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Доведення. Нехай задана точка 
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, який паралельний прямій 
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Приклад. Трикутник 
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 задано вершинами 
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. Скласти рівняння прямої, яка проходить через вершину 
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 паралельно стороні 
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Розв’язування. 
Рівняння прямої, що проходить через дві задані точки.
Нехай дано дві неспівпадаючі точки 
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	через які проходить пряма 
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Очевидно, вектор
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. Із канонічного рівняння прямої дістаємо:
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– рівняння прямої, яка проходить через дві задані точки.

Приклад. Скласти рівняння прямої, яка проходить через точки 
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Розв’язування. За формулою (4) маємо:
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Зауваження. Якщо один із знаменників дробів у формулі (4) дорівнює нулю, наприклад 
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 і має рівняння 
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Приклад. Задано вершини трикутника 
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. Скласти рівняння його сторін.
Розв’язування. За формулою (4) маємо:

рівняння сторони 
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Рівняння прямої у відрізках на осях.
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	Розглянемо пряму, яка проходить через точки 
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Використовуючи рівняння прямої, яка проходить через дві точки, отримуємо: 
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  –  рівняння прямої у відрізках на осях.
Зауваження. Цим рівнянням не можна користуватися, якщо пряма паралельна одній з координатних вісей або проходить через початок координат.

Приклад. Записати рівняння 
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 у вигляді рівняння прямої у відрізках. Побудувати графік.

Розв’язування.  
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Пряма проходить через точки
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Відстань від точки  до прямої.
Відстань від точки 
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Приклад. Знайти відстань від точки 
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Розв’язування. За формулою (5) отримуємо:
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Приклад. Задані вершини трикутника 
[image: image788.wmf](
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. Знайти довжину висоти, яка проведена з вершини 
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Розв’язування. Знайдемо довжину висоти як відстань від точки 
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 до прямої 
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Отже, довжина висоти дорівнює:
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Кутовий коефіцієнт прямої. Рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом.
Кутом нахилу прямої  до осі Оx називається кут 
[image: image799.wmf]a

, на який потрібно повернути в додатному напрямку (проти годинникової стрілки) вісь Ох до тих пір, доки вона не співпаде або не стане паралельною до даної прямої.
Тангенс кута нахилу називається кутовим коефіцієнтом прямої і позначається 
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Якщо пряма не паралельна осі Oy і на цій прямій задані будь-які дві 
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[image: image802.wmf](
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, то кутовий коефіцієнт прямої обчислюється за формулою: 
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Дійсно, у прямокутному трикутнику 
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Зауваження 1. Якщо пряма 
[image: image807.wmf]l

 буде паралельна до осі ординат (тобто 
[image: image808.wmf]0
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, отже, кутовий коефіцієнт неможливо визначити.

Приклад. Нехай 
[image: image810.wmf](
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 – точки прямої 
[image: image812.wmf]l

. Тоді її кутовий коефіцієнт: 
[image: image813.wmf]2
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Розглянемо загальне рівняння прямої 
[image: image814.wmf]0
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. Якщо 
[image: image815.wmf]0
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, то пряма не паралельна осі ординат. Розв’яжемо це рівняння відносно 
[image: image816.wmf]y
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[image: image817.wmf]B
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[image: image818.wmf]k

B

A

=

-

, 
[image: image819.wmf]b

B

C

=

-

. 

Отримуємо: 
[image: image820.wmf]b
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 – рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом, де 
[image: image821.wmf]k

 – кутовий коефіцієнт прямої, 
[image: image822.wmf]b

 – відрізок, який відтинає пряма на осі ординат.

Наслідок.  Графіком лінійної функції 
[image: image823.wmf]b
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Приклад. Звести загальне рівняння прямої 
[image: image824.wmf]0
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 до рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом.

Розв’язування. Розв’язуємо дане рівняння відносно 
[image: image825.wmf]y
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Приклад. Скласти рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом 
[image: image829.wmf]3
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[image: image830.wmf](
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Розв’язування. Підставляючи в рівняння 
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 і значення кутового коефіцієнта 
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Взаємне розташування двох прямих.

Умова паралельності та перпендикулярності прямих.
Кутом між двома прямими називається найменший кут, на який потрібно повернути проти годинникової стрілки одну пряму так, щоб вона співпала  або стала паралельною іншій прямій. 
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Якщо прямі задані рівняннями з кутовим коефіцієнтом:
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Кут між двома прямими 
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Якщо прямі задані загальними рівняннями 
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 Якщо прямі задані у канонічному вигляді, 

	
[image: image855.wmf]1

0

1

0

1

:

n

y

y

m

x

x

L

-

=

-

,


[image: image856.wmf]2

0

2

0

2

:

n

y

y

m

x

x

L

-

=

-

,
	 то 
[image: image857.wmf]2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

2

1

cos

n

m

n

m

n

n

m

m

+

×

+

+

=

q

,  


і  
[image: image858.wmf]2

1

2

1

2

1

n

n

m

m

L

L

=

Û

;           
[image: image859.wmf]0

2

1

2

1

2

1

=

+

Û

^

n

n

m

m

L

L

.

Приклад.
Знайти кут між прямими: а) 
[image: image860.wmf]0
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Розв’язування.
ТЕМА  8: Перетворення системи координат.
До перетворень системи координат відносяться паралельне перенесення та поворот.

1. Паралельне перенесення

Нехай на площині задана система координат 
[image: image866.wmf]XOY

. Зробимо перенесення координатних осей: 
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. При цьому початок нової системи координат: 
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	Розглянемо довільну точку 
[image: image870.wmf]M

, яка в системі 
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 має координати 
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Перехід від  “старої” 
[image: image875.wmf]XOY

 до “нової” 
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Перехід від  “нової” 
[image: image878.wmf]1
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[image: image879.wmf]XOY

 системи координат:
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Приклад.
Рівняння деякої лінії має вигляд 
[image: image881.wmf]4
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. Яким буде рівняння цієї ж лінії після переносу початку координат у точку 
[image: image882.wmf](
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Розв’язування.
2. Поворот координатних осей
Початок координат залишимо на своєму місці, а вісі повернемо на деякий кут 
[image: image883.wmf]a
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	Перехід від „нових” до „старих” координат точки 
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Перехід від  „старих” до „нових” координат точки 
[image: image886.wmf]M
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ТЕМА  9:  Криві ІІ порядку.
Розглянемо загальне рівняння ІІ степеня з двома змінними 
[image: image888.wmf]x

 і 
[image: image889.wmf]y
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Завжди можна підібрати кут 
[image: image892.wmf]a

, на який потрібно зробити поворот системи координат 
[image: image893.wmf]xOy

 так, щоб у новій системі рівняння (9.1*) не містило добутку 
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Дослідимо три можливі випадки:

І. Еліптичний: 
[image: image898.wmf]0
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 (тобто коефіцієнти при 
[image: image899.wmf]2
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 одного знака).

ІІ. Гіперболічний: 
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[image: image902.wmf]2
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ІІІ. Параболічний: 
[image: image904.wmf]0
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 (тільки одна із змінних входить до рівняння у другому степені).

І. Еліптичний випадок (
[image: image905.wmf]0
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). Виділяючи повні квадрати по обох змінних, рівняння (9.1) зводимо до вигляду:
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Продемонструємо цей процес на конкретному прикладі:
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а) згрупуємо змінні:
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б) винесемо за квадратні дужки коефіцієнти при 
[image: image909.wmf]2
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в) доповнюємо до повних квадратів:
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 EMBED Equation.3  [image: image913.wmf](
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г) розкриємо (лише квадратні) дужки і приведемо до вигляду (9.2):
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[image: image915.wmf](
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Повернемося до рівняння (9.2). Це рівняння може визначати на площині різні множини точок, тому розглянемо всі можливі випадки:

1. Якщо 
[image: image916.wmf]A

, 
[image: image917.wmf]B

 і 
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 – одного знака, то діленням обох частин рівняння (9.2) на 
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Позначимо 
[image: image922.wmf]2
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. Тоді рівняння (9.2) набуває вигляду:
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 – нормальне рівняння еліпса.
Можна показати, що дане рівняння визначає на площині:

а) у випадку 
[image: image925.wmf]b
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 – еліпс, витягнутий вздовж осі 
[image: image926.wmf]Ox

 (див. рис.1):

	













Параметри еліпса: центр – 
[image: image927.wmf](
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2

b

a

c

-

=

 від центра 
[image: image934.wmf]O

¢

; ексцентриситет 
[image: image935.wmf]a

c

2

2

=

e

, який визначається як відношення міжфокусної відстані 
[image: image936.wmf]2

1

F

F

 до великої осі 
[image: image937.wmf]2

1

A

A

 і для еліпса 
[image: image938.wmf]1

0

<

£

e

; 
[image: image939.wmf]2

1

2

1

,

,

,

B

B

A

A

 – вершини еліпса.

Характеристична властивість точок еліпса
Сума відстаней від будь–якої точки еліпса 
[image: image940.wmf](
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 до двох даних точок – фокусів (або сума фокальних радіусів 
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Зауваження. Характеристичну властивість точок еліпса можна прийняти за його геометричне означення.
Зазначимо, що у попередньому конкретному прикладі маємо саме такий випадок              (
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нормальне рівняння кола.  (рис.4)
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2. Якщо в рівнянні (9.2) 
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Аналогічно еліптичному випадку загальне рівняння (9.1) приводиться до вигляду (9.2):
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2. Якщо 
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тому рівняння визначатиме на площині дві прямі (вироджена гіпербола).
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Рівнобічна гіпербола.
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 – рівнобічна гіпербола з центром 
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ІІІ. Параболічний випадок (
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 у загальному рівнянні (8.1) відмінний від нуля (
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, рівняння зводиться до одного із видів:
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   (рис.12) – нормальні рівняння параболи, які визначають на площині 
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 такі криві:
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 – параметр, який дорівнює відстані від фокуса до директриси: для а) – пряма 
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Характеристична властивість точок параболи 

(геометричне означення параболи).
Будь–яка точка
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 параболи  рівновіддалена від фокуса і директриси.

2. Якщо в загальному рівнянні (9.1): 
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, то, аналогічно попередньому, рівняння зводиться до одного із двох нормальних рівнянь парабол, схематично зображених на рис.13:

	
	Параметри аналогічні попередньому зі змінами: вітки симетричні відносно осі – прямої 
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Висновок: Графіком квадратичної функції 
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Наприклад. Побудувати графік функції 
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Маємо загальне рівняння (9.1): 
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і коефіцієнт при 
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	Параметри: вершина 
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. Схематично графік зображено на рис.14.
	


3. Якщо в загальному рівнянні (9.1) в явному вигляді є тільки одна змінна, тобто 
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, то рівняння визначатиме, залежно від дискримінанта квадратних тричленів:

а) якщо дискримінант більший від нуля, то дві прямі; а якщо дискримінант дорівнює нулю, то одну пряму (вироджену параболу);

б) уявну параболу, якщо дискримінант від’ємний  (порожню множину точок площини).

Наприклад: 
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	Дане рівняння визначає на площині дві паралельні прямі 
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. Дане рівняння визначає на площині порожню множину точок.

Завдання для розв’язування.
Дослідити криву (тобто, привести рівняння другого порядку до нормального вигляду і описати параметри кривої):
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ТЕМА  10: Застосування методів лінійної алгебри та аналітичної геометрії до розв’язування деяких економічних задач.

Велика кількість інформації, яку отримують в результаті різноманітних досліджень (зокрема, економічних), подається у вигляді таблиць. Саме апарат матричної алгебри дає можливість обробляти, аналізувати та застосовувати для моделювання цю інформацію.


Приклад. Підприємство виробляє три види продукції, витрачаючи два типи ресурсів. Норми витрат визначаються матрицею 
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, елементи якої 
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 показують кількість одиниць 
[image: image1140.wmf]i

-го ресурсу, який витрачається на виробництво однієї одиниці 
[image: image1141.wmf]j

-го виду продукції. План випуску (одиниць продукції) визначається матрицею 
[image: image1142.wmf])
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. Знайти: а) планові витрати типів ресурсів; б) повну вартість (в грн.) витрачених ресурсів, якщо ціни на одиницю першого та другого типу ресурсів відповідно становили 7 та 9 грн.

Розв’язування. Позначимо 
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 (од.) – витрати першого, а 
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 (од.) – другого ресурсів. Дістанемо матрицю 
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 - матрицю планових витрат ресурсів. Витрати ресурсів на все виробництво знаходяться як сума добутків об’ємів випуску на норми витрат, тобто:
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Отже, для виконання плану випуску потрбно буде витратити 
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За умовою ціна одиниці першого ресурсу 
[image: image1150.wmf]p

=

1

7

(грн), другого - 
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(грн) витрачених ресурсів дорівнюватиме добутку матриць (скалярному добутку векторів – матриць):
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Приклад. Підприємство виробляє два види продукції, витрачаючи два типи ресурсів. Норми витрат визначаються матрицею 
[image: image1155.wmf]A
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 дорівнюють кількості одиниць 
[image: image1157.wmf]i

-го типу ресурсу, який витрачається на виробництво однієї одиниці 
[image: image1158.wmf]j

-го виду продукції. Наявні запаси ресурсів (в одиницях) визначаються матрицею 
[image: image1159.wmf]B
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. Знайти план випуску (одиниць продукції) при умові повного використання ресурсів.

Розв’язування. Нехай 
[image: image1160.wmf]x
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 (од.) – план випуску першого виду продукції, а 
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(од.) – другого виду. Тоді 
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 - матриця планових випусків. Витрати ресурсів на все виробництво знаходяться як сума добутків об’ємів випуску на норми витрат, тобто:
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За умови повного використання ресурсів повинна виконуватись рівність:
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Розв’язуючи систему, дістаємо план випуску: 
[image: image1166.wmf]x
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(од.).
Поняття лінійного векторного простору має широке застосування, наприклад, в теорії корисності, теорії споживання при вивченні поведінки споживачів і виробників на ринках товарів та послуг, виробничих ресурсів тощо. Методи аналітичної геометрії дозволяють давати геометричну інтепретацію економіко-математичних моделей.
Приклад. Споживач має прибуток у розмірі 600 грн і хоче витратити його на придбання двох товарів. Ціна одиниці першого товару становить 20 грн, а другого – 30 грн. Записати аналітично та зобразити графічно бюджетне обмеження та бюджетну множину споживача. Вказати декілька допустимих наборів товарів.

Розв’язування. Нехай споживач бажає придбати 
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(од.) – другого, які, очевидно, можуть набувати лише невід’ємних значень. Тоді 
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 - вектор (матриця-рядок) із невід’ємними координатами можливих наборів товарів. Ці вектори можна інтерпретувати як точки першого октанта площини 
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(грн), можна записати витрати на придбання набору товарів: 
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(грн). Зрозуміло, що витрати не повинні перевищувати доходу споживача: 
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. Таким чином, бюджетна множина визначається системою нерівностей:
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Графічний образ лінійної нерівності 
[image: image1177.wmf]pxpxC
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 - це множина точок однієї із півплощин, на які поділяє всю координатну площину гранична пряма 
[image: image1178.wmf]pxpxC
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 - бюджетне обмеження. Тому графічним образом бюджетної множини у нашому прикладі є трикутник АОВ:


Зауваження. При зростанні доходу або зниженні цін бюджетне обмеження зсовується від початку координат і бюджетна множина збільшується (справедливою є і обернена ситуація).

Приклад. На ринку деякого товару залежності обсягів попиту 
[image: image1179.wmf])
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 та пропозиції 
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 від ціни 
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 за одиницю товару визначаються формулами: 
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. Зобразити на координатній площині ринковий простір, знайти рівноважну ціну 
[image: image1183.wmf]o
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 та охарактеризувати сектори ринку.

Розв’язування. На координатній площині 
[image: image1184.wmf]pOy

 побудуємо графіки лінійних залежностей попиту та пропозиції від ціни, які, очевидно, можуть набувати лише невід’ємних значень:

Ординати точок ринкового простору (із першого октанта) характеризують або можливість виробників випустити, або бажання споживачів купити певну кількість товару за дану ціну 
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. Рівноважна ціна 
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 повинна задовольняти рівняння рівноваги попиту та пропозиції: 
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Приклад. Транспортні витрати (в грн) перевезення одиниці вантажу залізничним (
[image: image1190.wmf]1
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) та автомобільним (
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) транспортом на відстань 
[image: image1192.wmf]x
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 . Який економічний сенс коефіцієнтів у цих формулах? Побудувати графіки транспортних витрат та з’ясувати економічну доцільність перевезень тим чи іншим видом транспорту.

Розв’язування. Залежність транспортних витрат від відстані має вигляд лінійної функції 
[image: image1194.wmf]ykxb
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 характеризує витрати перевезення однієї одиниці вантажу на один десяток км, а 
[image: image1196.wmf]b

 - сталі витрати, які не залежать від відстані (витрати на зберігання, перевантаження тощо). Із економічного сенсу випливає невід’ємність змінних 
[image: image1197.wmf]x

 та 
[image: image1198.wmf]y

, тому графіками залежностей будуть частини прямих, розташовані у першому октанті системи координат 
[image: image1199.wmf]xOy

:

Із графічної ілюстрації видно, що на відстані до 100км дешевше перевозити автомобільним транспортом, а на відстані більше 100км – залізничним.

Розділ ІІІ. ВСТУП ДО АНАЛІЗУ
ТЕМА  11: Функції. Основні поняття. Послідовності. Границя послідовності. Властивості границі.

Функції. Основні поняття.

Означення. Якщо кожному значенню змінної 
[image: image1200.wmf]xD(f)

Î

 за деяким певним законом (або правилом) 
[image: image1201.wmf]f

 ставиться у відповідність єдине значення 
[image: image1202.wmf]yE(f)

Î

 , то кажуть , що задана (визначена) однозначна функція 
[image: image1203.wmf]yf(x)

=

. При цьому, множину 
[image: image1204.wmf]D(f)

 називають областю визначення функції, 
[image: image1205.wmf]E(f)

 - множиною її значень, 
[image: image1206.wmf]x

 - аргументом (незалежною змінною), 
[image: image1207.wmf]y

 - функцією від 
[image: image1208.wmf]x

 (залежною змінною).
 Зауваження. Всюди надалі розглядаються лише однозначні функції, тому слово «однозначні» опускатимемо. Слід відмітити, що функції 
[image: image1209.wmf]y(x)x,x[;]
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 та 
[image: image1210.wmf]y(x)x,x[;]

=-Î-
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 - різні, оскільки вони визначені на різних проміжках. Цей приклад показує, що функція – це «триєдине» нерозривне поняття (область визначення, закон відповідності та множина зміни значень).

Серед способів задання функцій найбільш поширеними є табличний, графічний та аналітичний. Якщо функція задається аналітично (формулою) і не вказується множина зміни аргументу, то областю визначення функції вважають область допустимих значень аргументу (тобто, всі значення аргументу, при яких аналітичний вираз має сенс).

Означення. Графіком функції 
[image: image1211.wmf]yf(x)

=

 називається множина точок площини 
[image: image1212.wmf]xOy

 із координатами 
[image: image1213.wmf](
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, де 
[image: image1214.wmf]xD(f)
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, 
[image: image1215.wmf]yf(x)E(f)
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.

 Часто графіком є деяка крива (наприклад, для функції 
[image: image1216.wmf]yx
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 - парабола), але взагалі кажучи, це може бути досить екзотична множина.
Над функціями можна виконувати звичайні арифметичні операції (алгебраїчна сума, множення, ділення), враховуючи їх допустимість на спільній області визначення. Розглянемо деякі специфічні операції.

Означення. Нехай функція 
[image: image1217.wmf]yf(x)

=

 визначена 
[image: image1218.wmf]xD(f)

"Î

, а функція 
[image: image1219.wmf]xg(t)

=

 визначена 
[image: image1220.wmf]tD(g)
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, причому 
[image: image1221.wmf]E(g)D(f)
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. Тоді на 
[image: image1222.wmf]D(g)

 визначена складена функція 
[image: image1223.wmf][
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yfg(t)f(t)
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, або суперпозиція фунцій 
[image: image1224.wmf]g

 і 
[image: image1225.wmf]f

. При цьому 
[image: image1226.wmf]g

 називають внутрішньою, а 
[image: image1227.wmf]f

 - зовнішньою фунціями. 

Наприклад, складена функція 
[image: image1228.wmf]ycosx
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 є суперпозицією внутрішньої 
[image: image1229.wmf]gx
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 та зовнішньої 
[image: image1230.wmf]ycosg

=

 функцій.
Означення. Нехай функція 
[image: image1231.wmf]yf(x)

=

 визначена 
[image: image1232.wmf]xD(f)
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, причому різним значенням аргумента відповідають різні значення функції (тобто, 
[image: image1233.wmf]xxD(f):yf(x)yf(x)E(f)
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 ). Тоді 
[image: image1234.wmf]yE(f)
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 можна визначити обернену функцію 
[image: image1235.wmf]x(y)
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 із областю визначення 
[image: image1236.wmf]D()E(f)

f
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 та множиною значень 
[image: image1237.wmf]E()D(f)

f
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.

Наприклад, для лінійної функції 
[image: image1238.wmf]yx
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 оберненою буде також лінійна функція 
[image: image1239.wmf]xy
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. Для функції 
[image: image1240.wmf]yx
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 оберненою буде функція 
[image: image1241.wmf]/
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. Але для функції 
[image: image1242.wmf]yx
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 не можна визначити обернену функцію, оскільки у неї різним значенням аргумента 
[image: image1243.wmf]x

 можуть відповідати однакові значення функції ( наприклад,
[image: image1244.wmf]y()y()
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). У таких випадках для визначення оберненої функції із області визначення виділяють проміжки, на яких виконується умова взаємно однозначної відповідності між аргументом та функцією: оберненою для функції 
[image: image1245.wmf]yx,x[;)
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 буде функція 
[image: image1246.wmf]/
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Означення. Функція 
[image: image1247.wmf]yf(x)

=

, що визначена на деякій множині 
[image: image1248.wmf]X

, називається обмеженою на цій множині, якщо існує деяке число  
[image: image1249.wmf]M
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 таке, що 
[image: image1250.wmf]xX:f(x)M
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Графік обмеженої функції знаходиться в полосі між прямими 
[image: image1251.wmf]yM
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 та 
[image: image1252.wmf]yM
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Означення. Функція 
[image: image1253.wmf]yf(x)

=

, що визначена на деякій множині 
[image: image1254.wmf]X

, називається необмеженою на цій множині, якщо для будь-якого числа  
[image: image1255.wmf]M
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 існує 
[image: image1256.wmf]o
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 таке, що 
[image: image1257.wmf]f(x)M
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Означення. Функція 
[image: image1258.wmf]yf(x)

=

, що визначена на деякій множині 
[image: image1259.wmf]X

,  зростає (неспадає) на цій множині, якщо  
[image: image1260.wmf]xxX
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 виконується умова 
[image: image1261.wmf]f(x)f(x)
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[image: image1262.wmf]f(x)f(x)
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Означення. Функція 
[image: image1263.wmf]yf(x)
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, що визначена на деякій множині 
[image: image1264.wmf]X

,  спадає (незростає) на цій множині, якщо  
[image: image1265.wmf]xxX
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 виконується умова 
[image: image1266.wmf]f(x)f(x)
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 (
[image: image1267.wmf]f(x)f(x)
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 ).

Означення. Зростаючі, спадаючі, неспадаючі, незростаючі функції називаються монотонними, причому, зростаючі та спадаючі називають строго монотонними.
Означення. Функція 
[image: image1268.wmf]yf(x)
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, що визначена 
[image: image1269.wmf]xD(f)
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, називається парною (непарною), якщо 
[image: image1270.wmf]x,xD(f)
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 виконується умова: 
[image: image1271.wmf]f(x)f(x)
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 (
[image: image1272.wmf]f(x)f(x)
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 ).

Графік парної функції симетричний відносно осі ординат, а непарної – відносно початку координат.

Якщо ж умови парності (непарності) не виконуються, або область визначення несимметрична відносно початку координат, то кажуть, що функція загального вигляду.

Означення. Функція 
[image: image1273.wmf]yf(x)

=

, що визначена на деякій множині 
[image: image1274.wmf]X

, називається періодичною, якщо існує число 
[image: image1275.wmf]T
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, таке, що 
[image: image1276.wmf]x,xTX
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 виконується рівність 
[image: image1277.wmf]f(xT)f(x)

+=

. При цьому найменше із таких чисел 
[image: image1278.wmf]T
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 називається періодом.

Означення. Основними елементарними функціями називають: степеневу 
[image: image1279.wmf]yx
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; показникову 
[image: image1280.wmf]x

ya

=

; логарифмічну 
[image: image1281.wmf]a
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; тригонометричні 
[image: image1282.wmf]ysinx,ycosx,ytgx,yctgx

====

; обернені тригонометричні 
[image: image1283.wmf]yarcsinx,yarccosx,yarctgx,yarcctgx

====

.

Означення. Елементарними називають функції, які отримують за допомогою скінченної кількості арифметичних операцій та суперпозицій над основними елементарними функціями.

Наведемо декілька прикладів неелементарних функцій. По-перше, це функції, які задаються при різних значеннях аргумента різними елементарними функціями: 
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, 
[image: image1286.wmf][
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 - ціла частина числа 
[image: image1287.wmf]x

  тощо.

Послідовності.
Означення. Числовою послідовністю називається функція натурального аргументу і позначається 
[image: image1288.wmf]{
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, де 
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, тобто область визначення – множина натуральних чисел 
[image: image1290.wmf]N

, а множина значень – члени послідовності: 
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. 
[image: image1292.wmf]n

af(n)
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 - називають її загальним членом, за допомогою якого задається послідовність.

Приклади.

1) 
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5) 
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Графічне зображення цих послідовностей на числовій осі:

дозволяє зробити висновок, що деякі послідовності мають так звану «точку згущення».


Задамо довільне додатне число 
[image: image1303.wmf]e
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 (як завгодно мале). «Епсілон-околом» точки 
[image: image1304.wmf]A

 називається проміжок (інтервал) 
[image: image1305.wmf](
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Означення (геометричне). Точка 
[image: image1306.wmf]A

 називається границею послідовності 
[image: image1307.wmf]{
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n
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, якщо будь-який 
[image: image1308.wmf]e

-окіл точки 
[image: image1309.wmf]A

 містить усі члени послідовності, починаючи з деякого номера 
[image: image1310.wmf]N

.

Еквівалентні означення.


Означення (геометричне). Точка 
[image: image1311.wmf]A

 називається границею послідовності 
[image: image1312.wmf]{
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, якщо поза будь-яким 
[image: image1313.wmf]e

-окілом точки 
[image: image1314.wmf]A

 міститься лише фіксована кількість членів послідовності.


Означення. Число 
[image: image1315.wmf]A

 називається границею послідовності 
[image: image1316.wmf]{
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[image: image1317.wmf]n
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Якщо послідовність 
[image: image1318.wmf]{
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 має границю 
[image: image1319.wmf]A

, то її називають збіжною і позначають: 
[image: image1320.wmf]n
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 або 
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. У супротивному випадку послідовність називають розбіжною.


Доведемо за означенням, що послідовності 1), 4), 5) збіжні:

Доведемо за означенням, що послідовність 3) розбіжна:

Властивості границі.

Теорема 1 (єдиність). Якщо послідовність має границю, то ця границя єдина.


Доведення.


Теорема 2 (обмеженість). Якщо послідовність має границю, то ця послідовність є обмеженою.


Доведення.
Зауваження. Взагалі кажучи, не будь-яка обмежена послідовність є збіжною (див. приклад обмеженої послідовності 3) ).

Теорема 3 (збереження знаку). Якщо послідовність 
[image: image1322.wmf]{
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 має границю 
[image: image1323.wmf]A
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, то всі члени послідовності, починаючи з деякого 
[image: image1324.wmf]N
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 мають знак границі 
[image: image1325.wmf]A

.


Доведення.

Приклад послідовності 1) показує справедливість наступного твердження.


Теорема 4 (границя сталої). Границя сталої послідовності дорівнює самій цій сталій.

ТЕМА  12: Нескінченно малі (НМ) та нескінченно великі (НВ) послідовності, їх властивості. Порівняння НМ та НВ. Арифметичні теореми для збіжних послідовностей. Теореми порівняння. Теорема Вейерштрасса, чудова границя.
Нескінченно малі (НМ) та нескінченно великі (НВ) послідовності, їх властивості. Порівняння НМ та НВ.
Означення. Послідовність 
[image: image1326.wmf]{
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 називається нескінченно малою (НМ), якщо її границя дорівнює нулю, тобто
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Властивості НМ
Теорема 1 (зв’язок НМ і збіжної). Для того, щоб послідовність 
[image: image1328.wmf]{
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 мала границю 
[image: image1329.wmf]A

, необхідно і достатньо (НІД), щоб послідовність 
[image: image1330.wmf]{
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 була НМ.

Доведення.

Теорема 2. Алгебраїчна сума двох НМ є НМ.

Доведення. 

Теорема 3. Добуток обмеженої послідовності на НМ є НМ.

Доведення. 

Наслідок. Добуток двох НМ є НМ.

Теореми та наслідок легко розповсюджується на фіксовану кількість доданків (співмножників).

Означення. Означення. Послідовність 
[image: image1331.wmf]{
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 називається нескінченно великою (НВ), якщо для довільного (як завгодно великого) додатного числа всі члени послідовності, починаючи з деякого, по модулю більші цього числа, тобто
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Звернемо увагу на те, що НВ не має границі ( 
[image: image1333.wmf]n
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 - позначення НВ). Окрім того, будь-яка НВ є необмеженою, але обернене твердження невірне (наведіть приклад).

Аналогічно попереднім властивостям НМ, базуючись на зв’язку НМ та НВ, доводяться наступні властивості НВ.

Теорема 4 (зв’язок НМ і НВ). Для того, щоб послідовність 
[image: image1334.wmf]{

}

n

A

 була НВ НІД, щоб послідовність 
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Доведення. 

Теорема 5. Сума фіксованої кількості НВ одного знака є НВ.

Теорема 6. Добуток обмеженої на НВ є НВ.

Наслідок. Добуток фіксованої кількості НВ є НВ.

Якщо позначити НМ: 
[image: image1336.wmf]0

, а НВ: 
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, то їх властивості можна записати у наступному вигляді:

Зауваження. Наступні послідовності можуть бути НМ, НВ, збіжними або розбіжними (так звані «невизначеності»): 
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При знаходженні границь корисно вміти порівнювати НМ та НВ. Нехай послідовності 
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 - НВ. Розглядаються послідовності їх відношень: 
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Якщо 
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Якщо 
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Якщо 
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Якщо 
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Наприклад, при аргументі, що прямує до нескінченності, многочлен є НВ, еквівалентною старшому одночлену. Дійсно:

Арифметичні теореми для збіжних послідовностей.
Теорема. Якщо послідовності 
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Доведення.
Наслідок (із теореми 2). Сталий множник виноситься за знак границі, тобто, для 
[image: image1377.wmf]cconst
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Арифметичні теореми легко розповсюджуються на випадок фіксованої кількості доданків (співмножників).

Теореми порівняння.
Теорема 1. Якщо послідовність 
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Доведення. (від супротивного)
Теорема 2. Якщо послідовності 
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Доведення.
Теорема 3 (Гур’єва). Якщо послідовності 
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Теорема (Вейерштрасса). Будь-яка монотонна обмежена послідовність має границю (є збіжною).

Базуючись на теоремі Вейерштрасса доводиться існування чудової границі:
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 (число Ейлера).
ТЕМА  13: Границя функції. Односторонні границі. Чудові границі. Розкриття невизначеностей. Неперервність функції. Класифікація точок розриву. Властивості функцій, неперервних на замкненому проміжку.
Границя функції. Односторонні границі.

Означення (за Гейне). Нехай функція 
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 визначена в деякому околі точки 
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. Число 
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 називається границею функції 
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 в точці 
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, якщо для будь-якої послідовності аргумента 
[image: image1400.wmf]nn

xx,n:xx

®"¹

00

, відповідна послідовність значень функції 
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Означення (за Коші). Число 
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 називається границею функції 
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, якщо для довільного додатного числа 
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Графічно:

Означення . Число 
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 )називається лівою (правою) границею функції 
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, якщо для будь-якої послідовності аргумента 
[image: image1414.wmf]nn

xx,n:xx

®"<

00

 (
[image: image1415.wmf]nn

xx,n:xx

®">

00

), відповідна послідовність значень функції 
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Графічно:


Теорема. Для існування границі функції в точці НІД, щоб існували і співпадали односторонні границі:
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Для збіжних функцій (функцій, що мають границю), НМ та НВ справедливі усі раніше розглянуті для послідовностей властивості.

Розкриття невизначеностей.

При знаходженні границі функції рекомендуємо притримуватись наступної схеми:

1) зробити «прикидку», тобто підставити у функцію замість аргумента його граничне значення і виконати усі допустимі дії;

2) якщо немає невизначеності, то знайти границю застосуванням арифметичних теорем, властивостей НМ, НВ;

3) якщо є невизначеності, то потрібно спочатку позбутись її певними прийомами, а потім повернутись до пункту 1).

Приклад. Знайти 
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Розв’язування.
Приклад. Знайти 
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Розв’язування.

Неосновні невизначеності 
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Загальним правилом розкриття основних невизначеностей є рекомендація замінити НМ або НВ у чисельнику та знаменнику еквівалентними, більш простими величинами. Але це не завжди вдається зробити, тому розглянемо лише деякі найпростіші випадки.

Нехай знаходиться границя відношення двох многочленів 
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. Для розкриття невизначеності замінимо многочлени в чисельнику та знаменнику еквівалентними їм старшими одночленами.


Приклад. Знайти 
[image: image1426.wmf]x

xx

lim

xx

®¥

-+-

-+

2

3

437

2

.

Розв’язування. 
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 за властивостями НМ, НВ.


Нехай знаходиться границя відношення двох многочленів 
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. Для розкриття невизначеності поділимо многочлени в чисельнику та знаменнику на 
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Приклад. Знайти 
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Розв’язування.


Якщо невизначеність дають радикали, то потрібно спочатку позбутись ірраціональності.


Приклад. Знайти 
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Розв’язування. При 
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за властивостями НМ, НВ.


Для розкриття невизначеностей із тригонометричними функціями зводимо їх до чудової границі або наслідків з неї.

Чудова границя: 
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Іншими словами, при аргументі ( 
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 ), що прямує до нуля 
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 є НМ, які еквівалентні аргументу 
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Приклад. Знайти 
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Розв’язування.


Для розкриття невизначеності 
[image: image1449.wmf]¥

éù

ëû

1

 використовується чудова границя 
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Приклад. Знайти 
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Розв’язування.

Неперервність функції.

Означення. Функція 
[image: image1453.wmf]yf(x)
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 називається неперервною в точці 
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, якщо виконуються наступні умови:

1) функція визначена в точці, тобто 
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2) існує границя функції в точці, тобто 
[image: image1456.wmf]xx

limf(x)

®

$

0

;
3) границя співпадає зі значенням функції, тобто 
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Наведемо декілька еквівалентних означень.


Означення. Функція 
[image: image1458.wmf]yf(x)

=
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 знак границі і знак функції можна переставити місцями.


Означення. Функція 
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, якщо нескінченно малим приростам аргументу відповідають нескінченно малі прирости функції, тобто 
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Означення. Функція 
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 називається неперервною в точці 
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, якщо існують односторонні границі, вони співпадають між собою і дорівнюють значенню функції в точці, тобто
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Базуючись на означенні та властивостях збіжних функцій, неважко впевнитись у справедливості наступного твердження.


Теорема. Якщо функції 
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Доведення. 

Означення. Функція 
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 називається неперервною на множині 
[image: image1475.wmf]X

, якщо вона неперервна в кожній точці цієї множини.


Наведені вище означення та властивості дозволяють стверджувати, що на своїх областях визначення неперервні складені, обернені і, взагалі, будь-які елементарні функції.

Класифікація точок розриву.

Означення. Функція 
[image: image1476.wmf]yf(x)

=

 називається розривною в точці 
[image: image1477.wmf]x

0

, якщо порушується хоча б одна із трьох умов ( 1), 2) або 3) )неперервності в цій точці.
В залежності від того, яка із умов порушується, а яка виконується, здійснюється класифікація точок розриву.


Означення. Якщо виконується умова 2): 
[image: image1478.wmf]xx
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 і порушуються умова 3) або 1) і 3), то 
[image: image1479.wmf]x
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 називають точкою усувного розриву («прокол»).

Відзначимо, що у цьому випадку можна доозначити або переозначити функцію в точці по неперервності.

Приклад. Розглянемо функції:
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[image: image1482.wmf]sinx
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 в околі точки 
[image: image1483.wmf]x
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.

Розв’язування.

Розглянемо тепер випадок, коли порушується умова 2) існування границі функції в точці.


Означення. Якщо в точці 
[image: image1484.wmf]x
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 існують, але не співпадають односторонні границі: 
[image: image1485.wmf]f(x)f(x)
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 , то 
[image: image1486.wmf]x
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 називають точкою розриву першого роду («стрибок»).


Приклад. Розглянемо функцію 
[image: image1487.wmf]f(x)arctg
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 в околі точки 
[image: image1488.wmf]x
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Розв’язування.
Означення. Якщо в точці 
[image: image1489.wmf]x
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 не існує хоча б одна із односторонніх границь: 
[image: image1490.wmf]f(x),f(x)
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 , то 
[image: image1491.wmf]x
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 називають точкою розриву другого роду.
Приклад. Розглянемо функцію 
[image: image1492.wmf]f(x)
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 в околі точки 
[image: image1493.wmf]x
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Розв’язування.
Приклад. Дано функцію 
[image: image1494.wmf]x

,x

x

f(x)ax,x

x,x

-

ì

£

ï

-

ï

=<<

í

ï

+³

ï

î

2

2

1

2

1

23

213


Знайти значення параметра 
[image: image1495.wmf]a

, при якому функція неперервна в точці 
[image: image1496.wmf]x
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. Дослідити отриману функцію на неперервність.

Розв’язування.
Властивості функцій, неперервних на замкненому проміжку.

Теорема (про корінь фнкції). Якщо функція 
[image: image1497.wmf]yf(x)

=

 неперервна на сегменті 
[image: image1498.wmf][a;b]

 і на його кінцях набуває значень різного знаку 
[image: image1499.wmf]f(a)f(b)
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, тоді на інтервалі 
[image: image1500.wmf](a;b)

 існує корінь функції, тобто 
[image: image1501.wmf]c(a;b):f(c)
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Графічна ілюстрація:


Теорема (Вейерштрасса). Якщо функція 
[image: image1502.wmf]yf(x)

=

 неперервна на сегменті 
[image: image1503.wmf][a;b]

, то вона досягає на цьому сегменті своїх найбільшого та найменшого значень, тобто
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Графічна ілюстрація:

Теорема (про проміжне значення). Якщо функція 
[image: image1505.wmf]yf(x)
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 неперервна на сегменті 
[image: image1506.wmf][a;b]

, то вона набуває на цьому сегменті будь-якого значення між своїми найменшим 
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 та найбільшім 
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Графічна ілюстрація:

Розділ ІУ. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ

ТЕМА  14: Похідна функції. Геометричний, економічний сенс похідної. Зв’язок з неперервністю. Арифметичні теореми. Похідна складеної, оберненої функції. Таблиця похідних основних елементарних функцій. Логарифмічне диференціювання, похідна неявної функції. Диференціал. Геометричний сенс, інваріантність форми диференціалу. Похідні та диференціали вищих порядків.
Похідна функції. Геометричний, економічний сенс похідної. Зв’язок з неперервністю.

[image: image1510.wmf]Нехай функція 
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 на деякій множині 
[image: image1512.wmf]X

. Виберемо точку 
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 і надамо приріст аргументу 
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 набуде приріст 
[image: image1517.wmf](
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Означення. Похідною функції 
[image: image1518.wmf])
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 за аргументом 
[image: image1519.wmf]x

 в точці 
[image: image1520.wmf]0
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 називається границя відношення приросту функції до віповідного приросту аргументу, коли останній прямує до нуля (якщо розглянута границя існує).

Позначається: 
[image: image1521.wmf]x
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Нагадаємо геометричний, фізичний і економічний зміст похідної:

1. Похідна 
[image: image1522.wmf])
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 дорівнює кутовому коефіцієнту дотичної, проведеної до графіку функції 
[image: image1523.wmf])
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 в точці з абсцисою 
[image: image1524.wmf]0
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2. Якщо функція 
[image: image1525.wmf])
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 визначає залежність пройденого матеріальною точкою шляху 
[image: image1526.wmf]s

 на момент часу 
[image: image1527.wmf]t

 (закон рівномірного руху точки), то похідна 
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 дорівнює швидкості точки в момент 
[image: image1529.wmf]0
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3. Якщо функція 
[image: image1530.wmf])
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 визначає залежність витрат виробництва 
[image: image1531.wmf]f

 від об’єму 
[image: image1532.wmf]x

 виробленої продукції, то похідна 
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f(x)

0

 дорівнює граничним витратам виробництва (приблизно рівним витратам на випуск 
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Означення. Якщо функція 
[image: image1535.wmf])
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 має похідну в точці 
[image: image1536.wmf]0
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, то вона називається диференційовною в цій точці.

Теорема. Якщо функція 
[image: image1537.wmf])
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 диференційовна в точці 
[image: image1538.wmf]0
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, то вона в цій точці неперервна.

Доведення: Так як функція 
[image: image1539.wmf])
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 має похідну в точці, то за означенням існує границя 
[image: image1540.wmf])
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. За теоремою про зв’язок збіжної та нескінченно малої при 
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Отримали 
[image: image1544.wmf]0
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 , а за означенням це означає, що функція 
[image: image1545.wmf])
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 неперервна в точці 
[image: image1546.wmf]0

x

. Теорема доведена.

Зауваження: Обернене твердження взагалі кажучи невірне. Функція може бути неперервною в точці, але похідна в цій точці може не існувати.

Наприклад, розглянемо функцію 
[image: image1547.wmf]x
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. Ця функція в точці 
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 неперервна, але похідна в цій точці не існує. Покажемо це:
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За означенням: 
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[image: image1552]


При розкритті модуля доведеться знаходити односторонні границі:

при 
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Односторонні границі існують, але не співпадають, тому границя 
[image: image1559.wmf]x
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 не існує(порушується єдиність), а отже, не існує похідна функції 
[image: image1560.wmf]x
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 в точці 
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Приклад показує, що графіком диференційовної функції повинна бути гладка крива (у якої немає кутових точок).

Арифметичні теореми. Похідна складеної, оберненої функції. Таблиця похідних основних елементарних функцій. Логарифмічне диференціювання, похідна неявної функції.
Теорема 1. Нехай функції 
[image: image1562.wmf]u(x)

, 
[image: image1563.wmf]v(x)

 диференційовні в точці 
[image: image1564.wmf]0

x

. Тоді їх алгебраїчна сума 
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 також диференційовна в точці 
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Доведення. За означенням: 
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, оскільки 
[image: image1573.wmf]u(x)

, 
[image: image1574.wmf]v(x)

 диференційовні в точці 
[image: image1575.wmf]0

x

. Теорему доведено.

Теорема 2. Нехай функції 
[image: image1576.wmf]u(x)

, 
[image: image1577.wmf]v(x)

 диференційовні в точці 
[image: image1578.wmf]0
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. Тоді їх добуток 
[image: image1579.wmf]uv
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[image: image1580.wmf]0

x

 функція, причому 
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Доведення. За означенням: 
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В чисельнику віднімемо і додамо добуток 
[image: image1584.wmf]u(x)v(xx)
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, оскільки 
[image: image1589.wmf]u(x)

, 
[image: image1590.wmf]v(x)

 диференційовні в точці 
[image: image1591.wmf]0
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 (а значить – неперервні, тому 
[image: image1592.wmf]v(xx)v(x)
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). Теорему доведено.
Наслідок. Сталий множник виноситься за знак похідної, тобто:
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Теорема 3. Нехай функції 
[image: image1594.wmf]u(x)

, 
[image: image1595.wmf]v(x)

 диференційовні в точці 
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Доведення. 
Теорема (похідна складеної функції). Нехай складена функція 
[image: image1601.wmf]yf((x))
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 визначена на множині 
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. Якщо функція 
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 диференційовна в точці 
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, а зовнішня функція 
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 диференційовна в точці 
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[image: image1607.wmf]yf((x))
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 диференційовна в точці 
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 і її похідна знаходиться за формулою: 
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тобто похідна складеної функції дорівнює добутку похідної зовнішньої функції на похідну її аргументу (внутрішньої функції).

Доведення. За означенням 
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[image: image1613.wmf](x)

j

). Дістанемо:


[image: image1614.wmf]xxx

yyy

y(x)limlimlimlim

xxx

DDDjD

DDDjDDj

DDjDDjD

®®®®

æö

¢

==×=×=

ç÷

èø

0

0000



[image: image1615.wmf]'
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. Теорему доведено.

Теорема (про похідну оберненої функції). Якщо функція 
[image: image1616.wmf])

(

x

f

y

=

 диференційовна в точці 
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 і 
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, то обернена функція 
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1) існує в деякому околі точки 
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2) диференційовна в точці 
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, тобто похідна оберненої функції дорівнює оберненій величині похідної даної функції.

Таблиця похідних основних елементарних функцій
1. Похідна сталої дорівнює нулю: 
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2.  Похідна степеневої функції: 
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3. Похідна показникової функції: 
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4. Похідна логарифмічної функції: 
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Похідні тригонометричних функцій.
5. 
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Похідні обернених тригонометричних функцій.
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Доведемо деякі із табличних похідних. При цьому будемо користуватися означенням похідної 
[image: image1639.wmf]x
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 та доведеними вище теоремами.
1. Розглянемо похідну сталої функції 
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5. Розглянемо похідну функції 
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При 
[image: image1644.wmf]x

D

®

0

: із чудової границі випливає, що функція 
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7. Розглянемо похідну функції 
[image: image1649.wmf]ytgx
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. За арифметичними теоремами та враховуючи похідні функцій 
[image: image1650.wmf]sinx,cosx
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11. Розглянемо похідну функції 
[image: image1652.wmf]yarctgx
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, яка є оберненою для функції 
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. За теоремою про похідну оберненої функції, враховуючи, що 
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Приклади:

Знайти похідні функцій:

а) 
[image: image1656.wmf]arctgx
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Розв’язування: 
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 за арифметичними теоремами (похідна суми та добутку функцій)
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за таблицею та правилом диференціювання складеної функції, враховуючи, що зовнішніми є функції 
[image: image1659.wmf]sin,
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залишились: похідна 
[image: image1661.wmf](
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, а також похідна складеної функції, у якої зовнішня функція 
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оскільки похідна степеневої функції 
[image: image1664.wmf](
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, остаточно дістаємо
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Розв’язування: 
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 за арифметичними теоремами (похідна різниці та частки)
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[image: image1669.wmf](
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за таблицею та правилом диференціювання складеної функції, враховуючи, що зовнішніми є функції 
[image: image1670.wmf],ln,ctg
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за теоремою про похідну складеної функції (зовнішні функції: 
[image: image1672.wmf]arcsin,
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остаточно, із врахуванням спрощень, дістаємо
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Похідна неявної функції, логарифмічне диференціювання.

Нехай значення змінних 
[image: image1675.wmf]x,y

 зв’язані між собою рівнянням 
[image: image1676.wmf]F(x,y)
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. Якщо функція 
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 визначена на деякій множині і при підстановці у рівняння 
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 перетворює його в тотожність, то кажуть, що функція 
[image: image1679.wmf]yf(x)
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 задана неявно і записують 
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Відзначимо, що будь-яку явно задану функцію 
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 можна записати у неявному вигляді 
[image: image1682.wmf]yf(x)
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При диференціюванні неявної функції потрібно користуватись теоремою про похідну складеної функції, враховуючи, що 
[image: image1683.wmf]yy(x)
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 є функцією аргумента 
[image: image1684.wmf]x

. В якості приклада розглянемо так зване логарифмічне диференціювання, яке застосовується для знаходження похідної степенево-показникової функції 
[image: image1685.wmf]V(x)

yU(x)

=

.


Знайти похідну функції 
[image: image1686.wmf]tgx
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Проблемою тут є те, що незрозуміло, яку із функцій вважати зовнішньою: степеневу чи показникову. Тому, спочатку логарифмують (як правило, за натуральною основою) обидві частини рівності (при 
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Отримали неявну функцію, яку диференціюємо:
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Звідси 
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Зауважимо, що логарифмічне диференціювання часто застосовують і при економіко-математичному моделюванні.
Диференціал. Геометричний сенс, інваріантність форми диференціалу. Похідні та диференціали вищих порядків.
Розглянемо функцію 
[image: image1691.wmf])
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[image: image1692.wmf]0
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Означення. Диференціалом функції в даній точці 
[image: image1699.wmf]0
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 називається головна, лінійна відносно 
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, частина приросту функції в цій точці. Для функції, яка має похідну, диференціал дорівнює добутку похідної функції 
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 на довільний приріст аргументу в цій точці.

Позначається: 
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Наслідок. Якщо 
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Основні властивості диференціала.
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Наприклад, знайти диференціал функції:
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Нехай функція 
[image: image1716.wmf])
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 диференційовна в точці 
[image: image1717.wmf]0
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. Тоді в точці 
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 графік функції має дотичну, що утворює кут 
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	Із рисунка видно, що 
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тобто диференціал функції в точці 
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 дорівнює приросту дотичної до кривої 
[image: image1724.wmf])

(

x

f

y

=

 в точці 
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, коли незалежна змінна дістає приріст 
[image: image1726.wmf]x
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. Це є геометричний зміст диференціала функції.


Аналізуючи рисунок, можна помітити, що 
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, тобто, має місце наближена рівність 
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Таким чином, при досить малому 
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Цю формулу часто використовують при наближених обчисленнях.

Нехай складена функція 
[image: image1732.wmf]yf((x))
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 визначена на множині 
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. Знайдемо її диференціал:
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Ця формула виражає інваріантність форми диференціалу першого порядку. Вона стверджує, що диференціал складеної функції дорівнює добутку похідної зовнішньої функції на диференціал її аргумента (внутрішньої функції). Але на відміну від звичайної функції, у цій формулі не можна замінити диференціал 
[image: image1735.wmf]d
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 на приріст 
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 (оскільки це  функція, а не аргумент).
Нехай функція 
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 диференційовна на деякій множині, а 
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 - її похідна, яка, в свою чергу, є функцією аргумента 
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[image: image1740.wmf])
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 можна визначити похідну другого порядку, якщо вона існує:


[image: image1741.wmf](
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Означення. Похідною 
[image: image1742.wmf]n

–го порядку називається похідна від похідної 
[image: image1743.wmf](n)
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–го порядку і позначається 
[image: image1744.wmf])
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, тобто 


[image: image1745.wmf](
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Приклад.
Знайти похідні вищих порядків для функції 
[image: image1746.wmf]4
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Розв’язування:
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[image: image1750.wmf]24
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[image: image1751.wmf]0
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Зауваження. Похідні 
[image: image1752.wmf](n)

+

1

–го та більш високих порядків від многочленів 
[image: image1753.wmf]n

–го степеня тотожньо дорівнюють нулю.
Аналогічно визначаються диференціали вищих порядків. Наприклад, диференціал другого порядку:


[image: image1754.wmf]''
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ТЕМА  15: Теорема Лагранжа, наслідки. Теорема Коші, правило Лопіталя. Критерій монотонності, наслідок. Екстремум функції. Необхідна умова екстремума. Перша достатня умова екстремума. Дослідження функцій на монотонність та екстремуми. Опуклість, угнутість, точки перегину. Друга достатня умова екстремума. Асимптоти. Повне дослідження функції.
Теорема Лагранжа, наслідки. Теорема Коші, правило Лопіталя.
Теорема (Лагранжа). Нехай функція 
[image: image1755.wmf])
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 неперервна на сегменті 
[image: image1756.wmf][
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b
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;

 і диференційовна на інтервалі 
[image: image1757.wmf](
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. Тоді існує хоча б одна точка 
[image: image1758.wmf](
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 така, що:


[image: image1759.wmf]'
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Геометрично:

Тобто, на графіку функції існує точка з абсцисою 
[image: image1760.wmf]c

, в якій дотична паралельна хорді.

Із теореми безпосередньо випливає так звана формула Лагранжа (формула скінчених приростів):
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Наслідок 1. Нехай функція 
[image: image1762.wmf])

(

x

f

y

=

 неперервна на сегменті 
[image: image1763.wmf][
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;

 і диференційовна на інтервалі 
[image: image1764.wmf](a;b)

. Якщо похідна функції тотожньо дорівнює нулю, тобто 
[image: image1765.wmf]yx(a;b)
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 , то функція на цьому відрізку є сталою 
[image: image1766.wmf]const
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Доведення.

Наслідок 2. Для того, щоб диференційовні на деякому проміжку функції 
[image: image1767.wmf])

(

x

f

y

=

 і 
[image: image1768.wmf])
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 мали тотожно рівні похідні необхідно і достатньо, щоб ці функції відрізнялись лише на сталу величину, тобто:

[image: image1769.wmf]''
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Доведення.

Теорема (Коші). Нехай функції 
[image: image1770.wmf]f(x),g(x)

 неперервні на сегменті 
[image: image1771.wmf][
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 і диференційовні на інтервалі 
[image: image1772.wmf](
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, причому 
[image: image1773.wmf]'
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. Тоді існує хоча б одна точка 
[image: image1774.wmf](
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Використовуючи теорему Коші, можна довести правило Лопіталя.
Нехай функції 
[image: image1776.wmf])
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 диференційовні в околі точки 
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Приклад. Знайти границю:
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 за правилом Лопіталя

[image: image1782.wmf](
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Критерій монотонності, наслідок. Екстремум функції. Необхідна умова екстремума. Перша достатня умова екстремума. Дослідження функцій на монотонність та екстремуми.

Однією із характерних особливостей поведінки функції є її монотонність: зростання, неспадання, спадання, незростання. Розглянемо застосування методів диференціального числення для дослідження монотонності. Графічна ілюстрація (базуючись на геометричному сенсі похідної):


Теорема (критерій монотонності). Для того, щоб диференційовна на інтервалі 
[image: image1783.wmf](a;b)

 функція 
[image: image1784.wmf]yf(x)

=

 була неспадною (незростаючою) на цьому інтервалі, необхідно і достатньо, щоб її похідна 
[image: image1785.wmf]''

yf(x)
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 була невід’ємною (недодатною) на 
[image: image1786.wmf](a;b)

.


Доведення. Необхідність. Проведемо для неспадної функції. Виберемо довільні 
[image: image1787.wmf]x,x
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 так, щоб точки 
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 такі, що точки 
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, то із неспадання функції випливає 
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. Для диференційовної функції існує границя 
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 за однією із теорем порівняння. Необхідність доведено.

Достатність. Виберемо на інтервалі 
[image: image1798.wmf](a;b)

 довільні точки 
[image: image1799.wmf]xx
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. На сегменті 
[image: image1800.wmf][x;x](a;b)
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 застосуємо формулу Лагранжа:
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Так як 
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, а за умовами теореми 
[image: image1803.wmf]'
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. Отже, для будь-яких 
[image: image1805.wmf]xx(a;b):f(x)f(x)
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. За означенням функція неспадна на інтервалі 
[image: image1806.wmf](a;b)

. Достатність доведено.


Наслідок. Із доведення достатності випливає наступне твердження (достатня умова строгої монотонності). Якщо на деякому інтервалі похідна 
[image: image1807.wmf]'
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[image: image1808.wmf]'
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 ), то функція 
[image: image1809.wmf]f(x)

 зростає (спадає) на цьому інтервалі.


Зауважимо, що знакосталість похідної не є необхідною умовою строгої монотонності. Наприклад, функція 
[image: image1810.wmf]yx
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 зростає на 
[image: image1811.wmf](;)
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, але в точці 
[image: image1812.wmf]x
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 її похідна дорівнює нулю.


Нехай функція 
[image: image1813.wmf]yf(x)

=

 визначена в точці 
[image: image1814.wmf]xc

=

 та в деякому її околі.


Означення. Точка 
[image: image1815.wmf]xc

=

 називається точкою максимума (мінімума) функції 
[image: image1816.wmf]yf(x)

=

, якщо для всіх 
[image: image1817.wmf]x

 із околу точки 
[image: image1818.wmf]xc

=

 виконується:


[image: image1819.wmf](
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Означення. Точки максимума та мінімума називають точками екстремума і кажуть, що функція має екстремуми (локальні) у цих точках.


Графічна ілюстрація:


Означення. Точки, в яких похідна дорівнює нулю або не існує називають критичними (критичними точками першої похідної або критичними точками першого порядку). Точки, в яких похідна існує і дорівнює нулю, ще називають стаціонарними.


Теорема (необхідна умова екстремума). Якщо функція 
[image: image1820.wmf]yf(x)

=

 має в точці 
[image: image1821.wmf]xc

=

 екстремум, то ця точка є критичною.


Наслідок. Якщо точка 
[image: image1822.wmf]xc

=

 не є критичною, то функція в цій точці екстремума не має.


Висновок. Точки екстремума слід шукати лише серед критичних точок.

Але не будь-яка критична точка буде точкою екстремума (див. вище приклад функції 
[image: image1823.wmf]yx

=
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). Тому необхідні достатні умови.

Теорема (перша достатня умова екстремума). Якщо при переході аргументу через критичну точку похідна змінює знак, то ця критична точка є точкою екстремума. При цьому, якщо похідна змінює знак з плюса на мінус (з мінуса на плюс), то критична точка є точкою максимума (мінімума).

Доведення. 
Попередні теореми дозволяють сформулювати наступну схему дослідження функції на монотонність та екстремуми:

1. Знайти область визначення функції.

2. Знайти похідну та її критичні точки.

3. Критичними точками розбити область визначення на інтервали, кінцями яких є кінці області визначення та критичні точки.

4. Визначити знак похідної на цих інтервалах.

5. Зробити висновок про монотонність та екстремуми.

Відмітимо, що результати досліджень зручно оформляти у вигляді таблиці.

Приклад. Дослідити функцію 
[image: image1824.wmf]yxx
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 на монотонність та екстремуми.

Розв’язування. 1. 
[image: image1825.wmf]D(y):x(;)
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2. 
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. Похідна визначена при всіх 
[image: image1827.wmf]x

, тому серед критичних будуть лише точки, в яких похідна дорівнює нулю: 
[image: image1828.wmf]'
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3., 4. 
	
[image: image1829.wmf]D(y)


	
[image: image1830.wmf](;)

-¥

0


	
[image: image1831.wmf]0


	
[image: image1832.wmf](;)

03


	
[image: image1833.wmf]3


	
[image: image1834.wmf](;)

+¥

3



	
[image: image1835.wmf]'

y


	
[image: image1836.wmf]-


	
[image: image1837.wmf]0


	
[image: image1838.wmf]-


	
[image: image1839.wmf]0


	
[image: image1840.wmf]+



	
[image: image1841.wmf]y


	
[image: image1842.wmf]]


	
[image: image1843.wmf]0


	
[image: image1844.wmf]]


	
[image: image1845.wmf]min

y

=-

27


	
[image: image1846.wmf]Z





[image: image1847.wmf]''

y()()()y

-=---<Þ<

32

14112100

 на інтервалі 
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 на інтервалі 
[image: image1850.wmf](;)

03

;
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 на інтервалі 
[image: image1852.wmf](;)
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5. Функція спадає на інтервалах 
[image: image1853.wmf](;)
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 та 
[image: image1854.wmf](;)

03

, а на інтервалі 
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+¥

3

 функція зростає. В точці 
[image: image1856.wmf]x
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 екстремуму немає. Точка 
[image: image1857.wmf]x
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 - точка мінімуму функції, причому 
[image: image1858.wmf]min
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Опуклість, угнутість, точки перегину. Друга достатня умова екстремума. Асимптоти. Повне дослідження функції.

Означення. Крива (або функція 
[image: image1859.wmf]yf(x)

=

) називається опуклою (опуклою догори) в точці 
[image: image1860.wmf]xc

=

, якщо для всіх 
[image: image1861.wmf]xc

¹

 із деякого окола точки ордината кривої менша відповідної ординати дотичної, проведеної до графіка функції в точці з абсцисою 
[image: image1862.wmf]xc

=

.


Означення. Крива (або функція 
[image: image1863.wmf]yf(x)

=

) називається угнутою (опуклою донизу) в точці 
[image: image1864.wmf]xc

=

, якщо для всіх 
[image: image1865.wmf]xc

¹

 із деякого окола точки ордината кривої більша відповідної ординати дотичної, проведеної до графіка функції в точці з абсцисою 
[image: image1866.wmf]xc

=

.

Ці означення можна переформулювати: функція 
[image: image1867.wmf]yf(x)

=

 називається опуклою (угнутою) в точці 
[image: image1868.wmf]xc

=

, якщо для всіх 
[image: image1869.wmf]xc

¹

 із деякого окола точки різниця Укр-Удот<0 ( Укр-Удот>0 ).

Теорема (правило «дощу»). Нехай функція 
[image: image1870.wmf]yf(x)

=

 має неперервну похідну другого порядку в точці 
[image: image1871.wmf]xc

=

. Тоді, якщо 
[image: image1872.wmf]''
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[image: image1873.wmf]''

f(c)

<

0

 ), то функція 
[image: image1874.wmf]yf(x)

=

 угнута (опукла) в точці 
[image: image1875.wmf]xc

=

.

Геометрична ілюстрація:

Із попередньої теореми випливає

Теорема (друга достатня умова екстремума). Нехай 
[image: image1876.wmf]xc

=

 - критична точка першої похідної функції 
[image: image1877.wmf]yf(x)

=

. Якщо в цій точці 
[image: image1878.wmf]''

f(c)

>

0

 ( 
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 ), то 
[image: image1880.wmf]xc

=

 - точка мінімума (максимума) функції.

Означення. Точка 
[image: image1881.wmf]xc

=

 називається точкою перегину функції 
[image: image1882.wmf]yf(x)

=

, якщо при переході аргумента 
[image: image1883.wmf]x

 через дану точку різниця Укр-Удот змінює знак.

Теорема (необхідна умова перегину). Якщо 
[image: image1884.wmf]xc

=

 - точка перегину двічі диференційовної функції 
[image: image1885.wmf]yf(x)

=

, то ця точка є критичною (другого порядку) для другої похідної, тобто, 
[image: image1886.wmf]''
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 або не існує.

Теорема (достатня умова перегину). Якщо при переході аргумента 
[image: image1887.wmf]x

 через критичну точку 
[image: image1888.wmf]xc
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 другого порядку друга похідна 
[image: image1889.wmf]''
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 змінює знак, то 
[image: image1890.wmf]xc
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 - точка перегину функції 
[image: image1891.wmf]yf(x)
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.

Дослідження функції на опуклість, угнутість, точки перегину проводиться за схемою, аналогічною схемі дослідження функції на монотонність та екстремуми. Продемонструємо це на прикладі.


Приклад. Дослідити функцію 
[image: image1892.wmf]yxx
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 на опуклість, угнутість, точки перегину.

Розв’язування. 1. 
[image: image1893.wmf]D(y):x(;)
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2. 
[image: image1894.wmf]'
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 визначена при всіх 
[image: image1896.wmf]x

, тому серед критичних будуть лише точки, в яких друга похідна дорівнює нулю: 
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3., 4. 
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 на інтервалі 
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 на інтервалі 
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 на інтервалі 
[image: image1921.wmf](;)
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5. Функція угнута на інтервалах 
[image: image1922.wmf](;)
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, а на інтервалі 
[image: image1924.wmf](;)
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 функція опукла. Точки 
[image: image1925.wmf]x
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 і 
[image: image1926.wmf]x

=

2

2

 - точки перегину. Ординати точок перегину вказані в таблиці.

Схематичний графік:


Для більш повного уявлення про функцію вивчають її поведінку в «крайніх» точках області визначення функції. При цьому аргумент може прямувати до деякого фіксованого числа або до нескінченності.

Означення. Пряму 
[image: image1927.wmf]l

 називають асимптотою графіка функції 
[image: image1928.wmf]yf(x)
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, якщо при прямуванні точки по графіку функції в нескінченність відстань від цієї точки до прямої прямує до нуля.

Асимптоти будемо поділяти на вертикальні та невертикальні. Рівняння асимптот мають вигляд: вертикальних - 
[image: image1929.wmf]l:xx
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; невертикальних - 
[image: image1930.wmf]l:ykxb
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Для пошуку асимтот будемо використовувати наступні теореми (які наведемо без доведень).

Теорема (критерій існування вертикальної асимптоти). Для того, щоб пряма 
[image: image1931.wmf]l:xx
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 була вертикальною асимптотою графіка функції 
[image: image1932.wmf]yf(x)
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, необхідно і достатньо, щоб хоча б одна із односторонніх границь 
[image: image1933.wmf]xx
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 була нескінченно великою величиною.

Наслідок. Із теореми випливає, що точки 
[image: image1935.wmf]x
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 - це або точки розриву, або крайні точки області визначення функції.
Теорема (критерій існування невертикальної асимптоти). Для того, щоб пряма 
[image: image1936.wmf]l:ykxb
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 була невертикальною асимптотою графіка функції 
[image: image1937.wmf])
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, необхідно і достатньо, щоб одночасно існували дві границі:
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Зауваження. Інколи пряма 
[image: image1942.wmf]l:ykxb
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 є «двосторонньою» асимптотою графіка функції, тобто, існують і співпадають наведені вище границі при 
[image: image1943.wmf]x
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 та при 
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Приклад. Знайти асимптоти графіка функції 
[image: image1945.wmf]xx
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Розв’язування. Область визначення функції 
[image: image1946.wmf]D(y):x(;)(;)
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А) Вертикальні асимптоти. Оскільки 
[image: image1947.wmf]x
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 точка розриву функції (або «крайня» точка області визначення), то пряма 
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 - «підозріла» на вертикальну асимптоту.
Знайдемо односторонні границі:
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 для розкриття невизначеності скористуємось правилом Лопіталя 
[image: image1950.wmf](
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Аналогічно 
[image: image1951.wmf]x
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Оскільки існують і співпадають односторонні границі, то існує границя 
[image: image1952.wmf]x
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, тобто, точка 
[image: image1953.wmf]x
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 - точка усувного розриву. За теоремою пряма 
[image: image1954.wmf]x
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 не є вертикальною асимптотою. Отже, графік даної функції не має вертикальних асимптот.

Б) Невертикальні асимптоти. Знаходимо дві границі.
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За теоремою, пряма 
[image: image1958.wmf]l:yx
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 - невертикальна асимптота графіка даної функції. Звернемо увагу, що дана пряма є «двосторонньою» асимптотою, тобто при 
[image: image1959.wmf]x
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. Схематичний графік:

Приклад. Знайти асимптоти графіка функції 
[image: image1960.wmf]x
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Розв’язування. 

Приклад. Знайти асимптоти графіка функції 
[image: image1961.wmf]x
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Розв’язування.

Схема повного дослідження функції:

1. Знайти область визначення.

2. Дослідити функцію на неперервність. Знайти та класифікувати точки розриву.

3. Знайти вертикальні та невертикальні асимптоти.

4. Знайти (якщо можливо) координати точок перетину графіка з координатними осями.

5. Дослідити функцію на монотонність та екстремуми.

6. Дослідити функцію на опуклість, угнутість, перегини графіка.

7. Побудувати ескіз графіка функції.

ТЕМА  16: Застосування методів диференціального числення до розв’язування деяких економічних задач.

Оскільки похідна характеризує швидкість (миттєву, тобто, в певний момент) зміни значень функції, то цілком природньо, що диференціальне числення застосовується при моделюванні динамічних процесів. Окрім того, методи диференціального числення використовуються у дослідженнях характеру поведінки функцій – моделей явищ, особливо, їх екстремальних (або оптимальних) значень. При моделюванні економічних явищ функції – моделі часто називають кривими зростання, першу похідну (що характеризує швидкість) називають темпом росту, а другу похідну (що характеризує прискорення) – темпом приросту.


В економіці широко використовуються поняття середніх та граничних (маржинальних) витрат, доходу тощо. Розберемо ці поняття. Нехай функція 
[image: image1962.wmf]yf(x)

=

 встановлює залежність витрат 
[image: image1963.wmf]y

 від кількості 
[image: image1964.wmf]x

 випущеної продукції. Тоді функція 
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 визначає величину середніх (або питомих) витрат, тобто, визначає витрати на виробництво однієї одиниці продукції при даному об’ємові випуску 
[image: image1966.wmf]x

. Припустимо, що кількість випуску продукції змінилось на 
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. Тоді витрати виробництва змінились на величину 
[image: image1968.wmf]f(x)f(xx)f(x)
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. Якщо перейти до границі, дістанемо 
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 - граничні витрати (або швидкість зміни витрат). Відзначимо, що граничні витрати приблизно дорівнюють витратам на випуск наступної 
[image: image1971.wmf](x)
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-ої одиниці продукції. Аналогічно можна розглянути, наприклад, граничний дохід і т.і.
Приклад. Економічним відділом заводу встановлено, що при виробництві 
[image: image1972.wmf]x

 одиниць продукції щотижневі витрати 
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 визначаються залежністю 
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 - залежністю 
[image: image1976.wmf]2
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 (грн). Щотижня завод випускає 3000 одиниць продукції, але бажає збільшити випуск до 3100 одиниць. Обчислити прирости витрат, доходу та прибутку. Знайти величину середнього приросту прибутку. Прокоментувати отримані результати.

Розв’язування. Обчислюємо прирости витрат та доходу при 
[image: image1977.wmf]x

D

=-=

31003000100

:


[image: image1978.wmf]VV()V()

D

=-=+×--×=

3100300020004031002000403000
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Приріст прибутку обчислюємо як різницю приростів доходу та витрат:


[image: image1982.wmf]PDV
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Зауважимо, що цей приріст можна знайти, визначивши функцію прибутку:
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Величина середнього приросту прибутку становить 
[image: image1984.wmf]P
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Отже, при збільшенні випуску з 3000 до 3100 одиниць дохід зросте на 9390 грн, витрати – на 4000 грн, загальний дохід – на 5390 грн. Дохід від випуску кожної із наступних 100 одиниць продукції в середньому становить 53,9 грн.

Приклад. Функція витрат 
[image: image1985.wmf]V

(грн) підприємства при виробництві 
[image: image1986.wmf]x

 одиниць продукції має вигляд 
[image: image1987.wmf]]
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 . Знайти при виробництві 
[image: image1988.wmf]100
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 та 
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 одиниць продукції: а) середні витрати; б) додаткові витрати на виробництво одиниці додаткової продукції; в) граничні (маржинальні) витрати. Охарактеризувати отримані результати.

Розв’язування. а) Визначимо функцію середніх витрат:
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. Обчислюємо середні витрати при виробництві 
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б) Додаткові витрати на виробництво додаткової одиниці продукції:
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в) Для знаходження граничних (маржинальних) витрат спочатку знайдемо похідну функції витрат 
[image: image1999.wmf]'

V(x),x

=-

50002

, а потім їх відповідні значення:


[image: image2000.wmf]'

V(),

=-×=

1005000210048

(гр.од);


[image: image2001.wmf]'
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Приклад показує, що при збільшенні випуску середні (питомі) витрати (або витрати на одиницю продукції) зменшуються. Окрім того, бачимо, що граничні витрати приблизно дорівнюють витратам на випуск наступної одиниці продукції.


Економісти часто оперують поняттям еластичності функції. Як відомо, еластичність функції 
[image: image2002.wmf]yf(x)
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 відносно змінної 
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 є показник 
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, який приблизно дорівнює процентній зміні значень функції при зміні аргумента на 1%. 
Приклад. На ринку деякого товару залежності обсягів (в одиницях) попиту 
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 за одиницю товару визначаються формулами: 
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. Знайти еластичності попиту 
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 відносно рівноважної ціни 
[image: image2011.wmf]o
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. Охарактеризувати отримані результати.

Розв’язування. Спочатку знаходимо рівновжну ціну 
[image: image2012.wmf]o
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, розв’язуючи рівняння: 
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Знаходимо еластичності: попиту 
[image: image2015.wmf](
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пропозиції 
[image: image2018.wmf](
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Результати свідчать про те, що, наприклад, при зростанні ціни від рівноважної 
[image: image2021.wmf]o
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 на 1% попит зменшиться приблизно на 4/3%, а пропозиція зросте приблизно на 2/3%.

Розглянемо деякі оптимізаційні задачі (задачі пошуку екстремальних значень функцій).

Приклад. Функція повних витрат має вигляд: 
[image: image2022.wmf]x
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 , де 
[image: image2023.wmf]x

 - обсяг виробництва продукції. При якому обсязі виробництва середні витрати будуть мінімальними? Якими будуть граничні витрати при знайденому обсязі виробництва?

Розв’язування. Насамперед визначимо функцію середніх витрат:


[image: image2024.wmf]y(x)
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[image: image2025.wmf]D(M):x[;)
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[image: image2026.wmf]'
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[image: image2027.wmf]x

, тому серед критичних будуть лише точки, в яких похідна дорівнює нулю, тобто 
[image: image2028.wmf]xx
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 - критична точка. Оскільки похідна другого порядку 
[image: image2029.wmf]''
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, то за теоремою (друга достатня умова екстремума) 
[image: image2030.wmf]x
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 - точка мінімума функції середніх витрат, причому цей локальний мінімум є і глобальним (найменше значення функції на 
[image: image2031.wmf][;)
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[image: image2032.wmf]min
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 при випуску 3 одиниць продукції. Граничні витрати при даному обсязі випуску, очевидно, дорівнюють 
[image: image2033.wmf]'
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Приклад. Компанія виготовляє і реалізує вироби по 2 грн за кожний. Дослідженнями встановлено, що сума 
[image: image2034.wmf]В
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 (грн) загальних щотижневих витрат на виробництво 
[image: image2035.wmf]x

 (тисяч штук) визначається залежністю: 
[image: image2036.wmf]2
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(грн). Визначити та дослідити залежність щотижневого прибутку 
[image: image2037.wmf]В
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[image: image2038.wmf]Д

y

(грн) – доход від реалізації виробленої продукції. При яких об’ємах виробництва забезпечується: а) беззбитковість; б) максимальний прибуток?

Розв’язування. Визначаємо функцію щотижневого прибутку:


[image: image2039.wmf]P(x)x(xx)xx
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 із областю визначення 
[image: image2040.wmf]D(P):x[;)
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Для знаходження об’ємів виробництва, які б забезпечували беззбитковість, потрібно розв’язати рівняння 
[image: image2041.wmf]P(x)xx
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. Таким чином, беззбитковість забезпечується при випуску від 2 до 5 тисяч одиниць продукції (оскільки при 
[image: image2042.wmf]x[;]P(x)
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Для знаходження максимального прибутка проведемо дослідження на екстремум. Похідна 
[image: image2043.wmf]'
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 всюди визначена, тому для знаходження критичних точок розв’язуємо рівняння 
[image: image2044.wmf]'
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[image: image2047.wmf]max
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(грн) досягається при випуску 3500 одиниць продукції.
Приклад. Продуктивність праці робітників цеху визначається функцією 
[image: image2048.wmf]x
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[image: image2049.wmf]y

 - обсяг продукції, виготовленої за одиницю часу, 
[image: image2050.wmf]x

(год.) - час, що відраховується від початку роботи. Визначити момент часу, в який продуктивність праці максимальна, і знайти цю максимальну продуктивність.

Розв’язування. Знаходимо найбільше значення функції 
[image: image2051.wmf]x
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[image: image2052.wmf][
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. Знаходимо похідну та її критичні точки, що належать проміжку:
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. Оскільки показникова функція набуває лише додатних значень, то критична точка визначається із умови 
[image: image2054.wmf]'
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[image: image2056.wmf],

y(),y(,),,e,y(),e,

--

==××»=××»

132

00252394252282394878


очевидно, найбільшим є 
[image: image2057.wmf]22

 . Отже, максимальна продуктивність становить 
[image: image2058.wmf]max
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 одиниць продукції за годину і досягається через 2,5 години після початку робочої зміни.
ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ №1

1. Матриці, операції над матрицями.

2. Визначники, їх обчислення та властивості.

3. Обернена матриця.

ЗАДАЧІ ДЛЯ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ В АУДИТОРІЇ.

Приклад 1.1. Дано матриці:
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Знайти: 
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Приклад 1.2. Для матриць 
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Приклад 1.3. Обчислити визначники 
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Приклад 1.4. Знайти обернені для матриць 
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Приклад 1.5. Розв’яжіть рівняння (знайти матрицю 
[image: image2073.wmf]X
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ЗАДАЧІ ДЛЯ САМОСТІЙНОГО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ.

Приклад 1.6. Дано матриці:
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Знайти: 
[image: image2078.wmf]A

æö

×-

ç÷

èø

1

2

; 
[image: image2079.wmf]T

BC

+

2

; 
[image: image2080.wmf]AC

×

; 
[image: image2081.wmf]BC

; 
[image: image2082.wmf]CB

. 

Приклад 1.7. Для матриць 
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Приклад 1.8. Обчислити визначники 
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Приклад 1.9. Знайти обернені для матриць 
[image: image2087.wmf]A,B
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Приклад 1.10. Розв’яжіть рівняння (знайти матрицю 
[image: image2088.wmf]X
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ПРАКТИЧНЕ  ЗАНЯТТЯ  №2

1. Розв’язування систем лінійних алгебраїчних рівнянь (СЛАР) за допомогою оберненої матриці (матричним методом).

2. Розв’язування СЛАР методом Крамера.

3. Ранг матриці. Знаходження рангу методом елементарних перетворень.

ЗАДАЧІ ДЛЯ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ В АУДИТОРІЇ.

Приклад 2.1. Розв’язати СЛАР матричним методом та методом Крамера:
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Приклад 2.2. Розв’язати СЛАР матричним методом та методом Крамера:
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Приклад 2.3. Знайти ранг матриці: 
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ЗАДАЧІ ДЛЯ САМОСТІЙНОГО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ.

Приклад 2.4. Розв’язати СЛАР матричним методом та методом Крамера:
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Приклад 2.5. Розв’язати СЛАР матричним методом та методом Крамера:
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Приклад 2.6. Знайти ранг матриці: 
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ПРАКТИЧНЕ  ЗАНЯТТЯ  №3

1. Розв’язування СЛАР методом Жордана-Гаусса.

2. Векторні системи. Базис, розклад за базисом.

ЗАДАЧІ ДЛЯ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ В АУДИТОРІЇ.

Приклад 3.1.  Розв’язати СЛАР методом Жордана-Гаусса:
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Приклад 3.2. Розв’язати СЛАР (знайти загальний та базисний розв’язки системи):
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Приклад 3.3. Розв’язати СЛАР (знайти загальний та базисний розв’язки системи):
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Приклад 3.4. Розв’язати СЛАР (знайти загальний та базисний розв’язки системи):
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Приклад 3.5. Знайти базис векторної системи: 
[image: image2100.wmf]a(;;),a(;;),a(;;),a(;;)
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.
Розкласти всі вектори за знайденим базисом.

ЗАДАЧІ ДЛЯ САМОСТІЙНОГО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ.

Приклад 3.6.  Розв’язати СЛАР методом Жордана-Гаусса:
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Приклад 3.7. Розв’язати СЛАР (знайти загальний та базисний розв’язки системи):
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Приклад 3.8. Розв’язати СЛАР (знайти загальний та базисний розв’язки системи):


[image: image2103.wmf]xxxx

xxxx

xxxx

-++=-

ì

ï

-+--=-

í

ï

-++=

î

1234

1234

1234

22

51

26321


Приклад 3.9. Розв’язати СЛАР (знайти загальний та базисний розв’язки системи):
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Приклад 3.10. Знайти базис векторної системи: 
[image: image2105.wmf]a(;;),a(;;),a(;;),a(;;)
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.
Розкласти всі вектори за знайденим базисом.

ПРАКТИЧНЕ  ЗАНЯТТЯ  №4

1. Координатний метод. Найпростіші задачі.

2. Пряма на площині. Різновиди рівнянь прямої.

ЗАДАЧІ  ДЛЯ  РОЗВ’ЯЗУВАННЯ  В  АУДИТОРІЇ.

Приклад 4.1.  Трикутник заданий вершинами А(8; -2), В(0; 6), С(4;-1). Знайти : 

а) точки, які поділяють сторону АС на три рівні частини;

б) рівняння сторони АВ;

в) рівняння висоти, проведеної з вершини В.

Приклад 4.2. Трикутник заданий вершинами А(0; -2), В(4; 6), С(-4; 8). Знайти : 

а) внутрішній кут В;

б) рівняння медіани, що проходить через вершину В;

в) рівняння прямої, що проходить через вершину С паралельно стороні АВ.

Приклад 4.3. Трикутник заданий вершинами А(-1; -2), В(3; 7), С(-2; 5). Знайти  ценр кола, описаного навколо трикутника.

ЗАДАЧІ ДЛЯ САМОСТІЙНОГО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ.

Приклад 4.4. Трикутник заданий вершинами А(7; -3), В(0; 4), С(3;-5). Знайти : 

а) точки, які поділяють сторону ВС на три рівні частини;

б) рівняння сторони АС;

в) рівняння висоти, проведеної з вершини А.

Приклад 4.5. Трикутник заданий вершинами А(0; -2), В(4; 6), С(-4; 8). Знайти : 

а) внутрішній кут А;

б) довжину висоти, що проходить через вершину В;

в) рівняння середньої лінії трикутника, яка паралельна стороні АВ.

Приклад 4.6. Трикутник заданий вершинами А(-1; -2), В(3; 7), С(-2; 5). Знайти  ценр кола, вписаного у даний трикутник.

ПРАКТИЧНЕ  ЗАНЯТТЯ  №5

1. Криві другого порядку, їх класифікація.

2. Дослідження кривих (зведення до нормальних рівнянь). Основні параметри кривих та їх схематична побудова.

ЗАДАЧІ  ДЛЯ  РОЗВ’ЯЗУВАННЯ  В  АУДИТОРІЇ.

Приклад 5.1. Дослідити криву, задану рівнянням 


[image: image2106.wmf]0
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Приклад 5.2. Дослідити криву, задану рівнянням
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Приклад 5.3. Дослідити криву, задану рівнянням
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Приклад 5.4. Дослідити криву, задану рівнянням
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Приклад 5.5. Дослідити криву, задану рівнянням 
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Приклад 5.6. Дослідити криву, задану рівнянням
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ЗАДАЧІ  ДЛЯ  САМОСТІЙНОГО  РОЗВ’ЯЗУВАННЯ.

Приклад 5.7. Дослідити криву, задану рівнянням
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Приклад 5.8. Дослідити криву, задану рівнянням
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Приклад 5.9. Дослідити криву, задану рівнянням
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Приклад 5.10. Дослідити криву, задану рівнянням 
[image: image2115.wmf]0

27

10

2

2

=

+

-

+

y

x

y

.

Приклад 5.11. Дослідити криву, задану рівнянням
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ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ №6

1. Границя послідовності. Властивості границі. Арифметичні теореми. Нескінченно малі та нескінченно великі величини, їх властивості.
ЗАДАЧІ ДЛЯ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ В АУДИТОРІЇ.

Приклад 6.1. Довести за означенням, що 
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Приклад 6.2. Знайти границю 
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Приклад 6.3. Знайти границі:

а) 
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б) 
[image: image2120.wmf]n

nn

lim

nn,n

®¥

+-

-+-

53

27

70013

6001

 ;

в) 
[image: image2121.wmf]n

nn

lim

n

®¥

-++

-

52

3

4314

87

 ; 
г) 
[image: image2122.wmf]n

n!

lim

(n)!n!

®¥

++

2

 .

Приклад 6.4. Знайти границю 
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ЗАДАЧІ ДЛЯ САМОСТІЙНОГО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ.

Приклад 6.5. Довести за означенням, що 
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Приклад 6.6. Знайти границю 
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Приклад 6.7. Знайти границі:

а) 
[image: image2126.wmf]n
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б) 
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Приклад 6.8. Знайти границю 
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ПРАКТИЧНЕ  ЗАНЯТТЯ  №7
1. Границя функції. Чудові границі.

2. Розкриття невизначеностей.

ЗАДАЧІ ДЛЯ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ В АУДИТОРІЇ.

Приклад 7.1. Знайти границі:

а) 
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Приклад 7.2. Знайти границі:

а) 
[image: image2133.wmf]x
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Приклад 7.3. Знайти границі:

а) 
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Приклад 7.4. Знайти границі:

а) 
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Приклад 7.5. Знайти границі:

а) 
[image: image2141.wmf]x
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ЗАДАЧІ ДЛЯ САМОСТІЙНОГО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ.

Приклад 7.6. Знайти границі:

а) 
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Приклад 7.7. Знайти границі:

а) 
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Приклад 7.8. Знайти границі:

а) 
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Приклад 7.9. Знайти границі:

а) 
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в) 
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Приклад 7.10. Знайти границі:

а) 
[image: image2153.wmf]x
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ПРАКТИЧНЕ  ЗАНЯТТЯ  №8

1. Неперервність функції в точці, на проміжку. Властивості неперервних функцій.

2. Класифікація точок розриву. Дослідження на неперервність.

ЗАДАЧІ ДЛЯ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ В АУДИТОРІЇ.

Приклад 8.1. Задано функцію 
[image: image2155.wmf]x
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а) Знайти значення параметра 
[image: image2156.wmf]a

, при якому функція неперервна в точці 
[image: image2157.wmf]x
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.

б) Дослідити функцію на неперервність (вказати проміжки неперервності, вказати точки розриву та класифікувати їх).

Приклад 8.2.  Задано функцію 
[image: image2158.wmf]ax,x

y

x

,x

x

-£-

ì

ï

=

í

+

>-

ï

-

î

2

4

3

4

9

.

а) Знайти значення параметра 
[image: image2159.wmf]a

, при якому функція неперервна в точці 
[image: image2160.wmf]x
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б) Дослідити функцію на неперервність (вказати проміжки неперервності, вказати точки розриву та класифікувати їх).
Приклад 8.3. Довести, що рівняння 
[image: image2161.wmf]x
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 має принаймні один корінь на сегменті 
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ЗАДАЧІ ДЛЯ САМОСТІЙНОГО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ.

Приклад 8.4. Задано функцію 
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а) Знайти значення параметра 
[image: image2164.wmf]a

, при якому функція неперервна в точці 
[image: image2165.wmf]x
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.

б) Дослідити функцію на неперервність (вказати проміжки неперервності, вказати точки розриву та класифікувати їх).

Приклад 8.5. Задано функцію 
[image: image2166.wmf]ax,x
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а) Знайти значення параметра 
[image: image2167.wmf]a

, при якому функція неперервна в точці 
[image: image2168.wmf]x
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б) Дослідити функцію на неперервність (вказати проміжки неперервності, вказати точки розриву та класифікувати їх).

Приклад 8.6. Довести, що рівняння 
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[image: image2170.wmf][

]

;

02

.

ПРАКТИЧНЕ  ЗАНЯТТЯ  №9
1. Похідна функції. Техніка диференціювання.

2. Диференціал функції та його властивості. Похідні та диференціали вищих порядків. Похідна неявної функції.

ЗАДАЧІ  ДЛЯ  РОЗВ’ЯЗУВАННЯ  В  АУДИТОРІЇ.

Приклад 9.1. Знайти похідні 
[image: image2171.wmf]'
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Приклад 9.2. Знайти похідні 
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Приклад 9.3. Знайти диференціал першого порядку функцій:

а) 
[image: image2181.wmf]x
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б) 
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Приклад 9.4. Знайти диференціал другого порядку функцій:

а) 
[image: image2183.wmf]x
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б) 
[image: image2184.wmf]yarccosx
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Приклад 9.5. Знайти похідні функцій, заданих неявно:

а) 
[image: image2185.wmf]yx
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б) 
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ЗАДАЧІ ДЛЯ САМОСТІЙНОГО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ.

Приклад 9.6. Знайти похідні 
[image: image2187.wmf]'
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Приклад 9.7. Знайти похідні 
[image: image2192.wmf]'
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Приклад 9.8. Знайти диференціал першого порядку функцій:

а) 
[image: image2197.wmf]x
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б) 
[image: image2198.wmf]ysinx
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Приклад 9.9. Знайти диференціал другого порядку функцій:

а) 
[image: image2199.wmf]sinx
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б) 
[image: image2200.wmf]yarctgx
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Приклад 9.10. Знайти похідні функцій, заданих неявно:

а) 
[image: image2201.wmf]yx
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б) 
[image: image2202.wmf]y
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ПРАКТИЧНЕ  ЗАНЯТТЯ  №10

1. Монотонність, екстремуми фунції.

2. Опуклість, угнутість графіка функції, точки перегину.

ЗАДАЧІ  ДЛЯ  РОЗВ’ЯЗУВАННЯ  В  АУДИТОРІЇ.

Приклад 10.1.  Знайти інтервали монотонності та екстремуми функції. Схематично побудувати графік.
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Приклад 10.2.  Знайти інтервали монотонності та екстремуми функції. Схематично побудувати графік. 
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Приклад 10.3. Знайти інтервали монотонності та екстремуми функції. Схематично побудувати графік. 


[image: image2205.wmf]yxxx
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Приклад 10.4. Знайти інтервали опуклості, угнутості та точки перегину функції. Схематично побудувати графік.
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Приклад 10.5. Знайти інтервали опуклості, угнутості та точки перегину функції. Схематично побудувати графік.
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Приклад 10.6. Знайти найбільше та найменше значення функції


[image: image2208.wmf]yxxx
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[image: image2209.wmf][;]
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ЗАДАЧІ  ДЛЯ  САМОСТІЙНОГО  РОЗВ’ЯЗУВАННЯ.

Приклад 10.7.  Знайти інтервали монотонності та екстремуми функції. Схематично побудувати графік. 
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Приклад 10.8. Знайти інтервали монотонності та екстремуми функції. Схематично побудувати графік. 


[image: image2211.wmf]x
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Приклад 10.9. Знайти інтервали монотонності та екстремуми функції. Схематично побудувати графік. 


[image: image2212.wmf]yxxx
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Приклад 10.10. Знайти інтервали опуклості, угнутості та точки перегину функції. Схематично побудувати графік.
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Приклад 10.11. Знайти інтервали опуклості, угнутості та точки перегину функції
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Приклад 10.12. Знайти найбільше та найменше значення функції
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ПРАКТИЧНЕ  ЗАНЯТТЯ  №11

1. Асимптоти графіка функції. Правило Лопіталя.

2. Повне дослідження функції.

ЗАДАЧІ  ДЛЯ  РОЗВ’ЯЗУВАННЯ  В  АУДИТОРІЇ.

Приклад 11.1. Знайти асимптоти графіка функції
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Приклад 11.2. Знайти асимптоти графіка функції
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Приклад 11.3. Знайти границю
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Приклад 11.4. Знайти границю
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Приклад 11.5. Дослідити функцію. Схематично побудувати графік.
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ЗАДАЧІ  ДЛЯ  САМОСТІЙНОГО  РОЗВ’ЯЗУВАННЯ.

Приклад 11.6. Знайти асимптоти графіка функції
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Приклад 11.7. Знайти асимптоти графіка функції
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Приклад 11.8. Знайти границю


[image: image2224.wmf]x

x

sinx

lim

e

®

-

0

2

1

.

Приклад 11.9. Знайти границю
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Приклад 11.10. Дослідити функцію. Схематично побудувати графік.
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